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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 
комиании Соо§1е в рамках проекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прогало достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских прав на эту книгу истек, и она перешла в свободный 
доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские права или срок действия авторских прав 
истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осугцествляется по-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 
это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а такж:е к знаниям, которые часто трудно найти. 

В этом файле сохранятся все пометки, примечания п другие записи, сугцествуюгцие в оригинальном издании, как напоминание 
о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1е гордится тем, что сотрудничает с библиотеками, чтобы перевести книги, перешедшие в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, иринадлеж:ат обгцеству, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы предприняли некоторые действия, иредотврагцающие коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 

Мы такясе просим Вас о следуюгцем. 

• Не используйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех пользователей, поэтому используйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Не отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматические запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем машинного 
перевода, оптического распознавания символов пли других областей, где доступ к большому количеству текста моясет 
оказаться полезным, свяясптесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каясдом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он позволяет пользователям узнать об этом проекте и помогает им найти 
дополнительные материалы при помогцп программы Попек книг Ооо§1е. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы используйте, не забудьте проверить законность своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга перешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
использовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
поэтому нет единых правил, иозволяюгцих определить, моясно ли в определенном случае использовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее моясно использовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских прав моясет быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Соо§1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Программа Поиск книг Соо§1е помогает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 



Полнотекстовый поиск по этой книге моясно выполнить на странице ]1"Ь"Ьр: //Ъоокз.§оо§1е.сот/ 
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§ 1. Н'^^которыя вспомогательныя форвсулы, теоревш и обо- 
значешя {п^ 1). Стр. 7 — 11. 

§ 2. Обозначеше интеграла, отнесеннаго къ данному пути 
интегрирован1Я {п^2). Консервативная деформащя пути инте- 
грировашя (п®2). Петли и обходы, образуемые деформи- 
руемымъ путемъ около особыхъ точекъ интегрируемой фун- 
шци (п^ 2). Стр. 11—14. 

§ 3. Мах1тит тахппогит модуля функщи ф (^) для при 
интегрировашя (п^З). Основной путь интегрировашя и его 
главныя точки (п^ 3). Величины К^ и К^я ихъ значеше (п® 4). 
Первое главное условхе (п^ 4) и особые случаи перваго рода 
{п^ 5). Второе и главное условхе {п^ 6). Прим^ръ опред-блешн 
основного пути и его главныхъ точекъ {п^ 7). Стр. 14 — 23. 

§ 4. Звенья основного пути интегрировашя (п^8). Основной 
процессъ вычисленхя для звеньевъ перваго рода при выпол- 
неши обоихъ главныхъ условШ (п" 9). Отд-блеше отъ звеньевъ 
второстепенныхъ частей {п^ 10). Д^леше членовъ погрЬшности 
на дв* категорхи и мЬра быстроты убыван1я членовъ первой 
категорш (п"11). Членъ. второй категорш и связанные съ 
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нимъ особые случаи перваго и второго рода {п^12). ПрилгЬ- 
нен1е ряда Лагранжа съ теоремою Коши-Руше (^^*13) и ряда 
Маклорена {п^ 14). Вычислеше для звеньевъ второго рода по- 
средствомъ приведешя къ основному цроцессу для звеньевъ 
•.» перваго рода (п°15). Стр. 23 — 93. 

§ 5. Видоизм'Ьнешя основного процесса вычислешя при вы- 
полнеши обоихъ главныхъ условхй, указанныхъ въ § 3 {пп^ 16, 
17 и 18). Стр. 93—106. 

^- § 6. Объ основныхъ путяхъ, направленныхъ хорошо и не- 

[' '• хорошо и о критическомъ основномъ пути ЛВС (п^19). Осо- 

бые случаи перваго рода {п^ 19). Случай, когда н^которыя 
звенья основного пути интегрировашя имЬють малую длину, 
и видоизмЬнете основного процесса вычислен!^ для этого 
* ' случая (п®20). Случай, когда неглавныя точки съ измЬнетемъ 
^/' • параметровъ д-Ьлаются главными (п°21). Подглавныя точки 

(п^ 21). Расширенное понятхе о главныхъ точкахъ и новое 
опредЬлеше количества К^ {п^ 21). Существенно особые слу- 
^' .■ чаи перваго рода {п^ 21). Стр. 106—128. 

§ 7. Особые случаи второго рода {п" 22). Различный ихъ 
характеръ (п''22). Стр. 128—132. 

; : \ § 8. Модулярная поверхность (п^ 23). Деформац1я, опреде- 

ляющая основной путь, ортогональный къ лишямъ уровня мо- 
дулярной поверхности {п^24:). Главныя и подглавныя точки 
; ортогональнаго основного пут^ и его количественные элементы 

К^ и К^ (п^ 2Ь). Нормальное значеше величины ^5Г^; нор- 
мальныя точки и существенно особые случаи перваго рода 
(п^ 25). Нормальныя звенья перваго и второго рода (п® 25). 
Дополнительная деформащя ортогональнаго основного пути 
(п^ 25). О длин* и другихъ свойствахъ лиюй От/ и г/г/, со- 
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отв'Ьтствующихъ полному звену ^^' и его второстепенной 
части \\' для случая ортогональнаго основного пути (тг* 25). 
Характеръ главныхъ и подглавныхъ точекъ основного пути и 
признаки, ихъ опред-Ьляюпце (п^ 26). Неортогональные основ- 
ные пути интегрировашя (п^27). Стр. 132-^157. 

§ 9. Зам-Ьчашл о форм-Ь и свойствахъ звеньевъ второго 
рода, составляющихъ части основного пути интегрированш 
(п®28). Непосредственные процессы приближеннаго вычисле- 
шя интеграла, отнесеннаго къ одному изъ этихъ звеньевъ 
(пп°29, 30, 31, 32). Стр. 157— 187; 

§ 10. Вычислете приближенныхъ выражешй производной 
Ф^^ {х) {п^ 33). Далеюй членъ ряда Тейлора или Маклорена 
(|г®33). Приближенное выражеше функцш Х^ Лежандра и 
изсл-Ьдоваше погр-Ьншости этого выражешя {п^ 34). Перене- 
сете построешя основного пути въ общемъ случае на болЬе 
простыя модулярныя поверхности (п® 35). Приближенное вы- 
числеше далекихъ членовъ ряда Лорана (/г® 36). Стр.187 — 219. 

§ 11. Приближенное вычислеше производной , аш-д {^(Д^) 

9, {х) срз {х). . .9,п (^) 1 (^^ 37). Связь этого вычислешя съ 
никоторыми изъ знаменитЬйшихъ вопросовъ математическаго 
естествознашя и съ теорхей ряда Лагранжа (/г® 37). Прибли- 
женныя выражешя далекаго члена ряда Лагранжа {п^ 38). 

Стр. 219—235. 

§ 12. Исчислеше приближенныхъ выражешй интеграловъ 
вида (1), какъ средство для облегчен1я вычислен1я функщй 
при помощи безконечныхъ рядовъ (/г® 39). Связь разсматри- 
ваедааго исчислен1я съ общей теор1ей дифференпдальныхъ 
уравненш и важная роль особыхъ точекъ интеграловъ этихъ 
уравнешй (п^ 40). Стр. 235—243. 
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§ 13. Формулы интерполировашя и механическихъ квадра- 
туръ и приложеше къ нимъ разсматриваемаго исчислешя {п^ 41); 
законы сходимости и расходимости этихъ формулъ (п®41). 

Стр. 243—254. 

§ 14. Приближенное вычислеше интеграла | 1^{2).^^{2)йг 

въ томъ случа*]^, когда переменное а и интегрируемая функщя 
д^йствительныя (п^42). Связь этого вычислешя съ Петербург- 
скими изследован1ями относительно пред^льныхъ величинъ инте- 
градов-^ (п^З). Стр. 254—258. 

§ 15. Вычислеше высшаго предала модуля данной функцш 
Р{^) 'для точекъ 1$ даннаго пути аЬ (п^44). Стр. 258 — 262. 

Опечатки. Стр. 262, 



ИСЧИСЛЕН1Е ПРИБЛИЖЕШШХЪ ВЫРАЖЕВПЙ 
ФУНКЩЙ ВЕСЬМА БОЛЬШИХЪ ЧИСЕЛЪ. 



П. А. Некрасова. 



В В Е Д Е Н I Е. 

Мнопе вопросы математическаго трансцедентнаго анализа и 
его приложешй связаны съ особымъ исчислешемъ, задача ко- 
тораго состоитъ йъ опред4лен1и приблвженныхъ выражен1й 
интеграловъ вида: 

/Г(^)ф"^(^)й^, (1) 

гд-Ь т есть весьма большое положительное число и 

Перечислимъ важн^йппе изъ этихъ вопросовъ. 
I. Производныя 

представляются посредствомъ интеграловъ вида (1). Поэтому 
всЬ теорш, въ котарыхъ приходится им4ть д-Ьло съ вычисле- 
шемъ такихъ производныхъ, связаны съ приближеннымъ вы- 
числетемъ интеграловъ вида (1). Напрпм4ръ, вопросы о схо- 
димости рядовъ Тейлора, Маклорена и Лагранжа и о сред- 
ствахъ облегчить . трудности, встр'Ьчающхяся прп численномь 
опред'Ьленш ихъ суммы, разрешаются указаннымъ вычисле- 
шемъ и притомъ въ бол4е трудныхъ случаяхъ, когда перем^Ьн- 

1 



нов, по степенямъ котораго располагается соотвЬтствующШ рядъ, 
достигаетъ самыхъ грани11;ъ области сходимости этого ряда. 

II. Теорхи рядовъ, расположенныхъ по функц1ямъ тригоно- 
метрическимъ, сферпческимъ и имъ подобнымъ, а также вопро- 
сы о погр-Ьшностяхъ формулъ интерполировашя п механиче- 
скихъ квадратуръ связаны съ приближеннымъ вычвслешемъ 
интеграловъ вида (1). 

Ш. Важн'Ьйшхе изъ законовъ Теорш В-Ьроятностей связаны 
съ тЬмъ же приближеннымъ вычислешемъ, при чемъ въ Теор1и 
В-Ьроятностей приходится, между прочимъ, им-Ьть д4ло и съ та- 
кими случаями, когда функц1я ф (^) представляется въ форм*: 
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и, следовательно, сама зависитъ отъ числа т, 

1У. Само собою разумеется, что разсматриваемое исчислеше 
не могло не проникнуть въ области прикладныхъ математиче- 
скихъ наукъ. Такъ, труднейш1е вопросы Небесной Механики, 
вынужденной прибегать къ безконечнымъ рядамъ, разрешаются 
посредствомъ приближенныхъ вычислешй интеграловъ, принад- 
лежащихъ къ виду (1). 

Систематическое изложеше главныхъ основашй этого исчи- 
слешя составляетъ предметъ настоящаго изследовашя. 

После Лапласа, который впервые трактовалъ общгйвопросъ 
о приближенномъ вычисленш интеграловъ вида (1) *), эта за- 
дача не разъ обращала на себя внпмаше математиковъ. Еогии 
посвятилъ этому вопросу важную статью: «Мётохге 8иг (Иуегз 
ро1П*8 (1'апа1у8е> ^), которую последующ1е авторы забыли. 
Дарбу въ ^оита1 йе МаЛётаИдиез ригез е<: арридиёез (3-е 
зёпе, *. IV, 1878) весьма остроумно прпменплъ къ вычисле- 



*) ^ар^асе, ТЬёог1е апа1уйчие йез ргоЪаЫи1ё8. 8есоп(1е рагйе. ТЬёопе 
(1ез арргохппаНопз <1е8 Гогтикз чи! 80п1 ^опс(10118 ее 1гё§ дгап(18 пошЬгез. 
(Оепугез (1е Ьар1асе, X. VII, р. 97—194, 1847). 

*) СаисНу, Мёто1ге зиг (11Уегз ро1п1з (1'аиа1узв. (Мёто1гез йе ГАса(1ё- 
т1е (1в Ггапсе, 1. VIII, р. 130-138, 1829). 
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шю интеграловъ вида (1) теорш тригонометрическихъ рядовъ *) 
и полученными результатами воспользовался для точн^йшаго 
изсл']^довашя сходимости рядовъ, расположенныхъ по функщямъ 
Лежандра, Чебышева и пр. Шатте воспользовался теорхей 
Дарбу для прим^нешя къ задачамъ Небесной Механики *). 

Для приближеннаго вычислешя интеграла вида (1) въчаст- 
ныхъ случаяхъ придуманы различные остроумные прхемы, 
которые можно найти въ трудахъ Саг11Ш ^), 1ас6Ы *), ЗсЬеь 
Ьпег '), Нап8еп ^), Ро1880п "') и другихъ. Мнопя важныя занЬча- 
шя относительно исчислешя приближенныхъ величинъ интегра- 
ловъ вида(1) сделаны въ Ш глав-Ь моей диссертацш ^Рядъ Ла- 
%раю1са> *) въ звязи съ вопросовгь относительно приближен- 
ныхъ выраженШ далекихъ членовъ этого ряда. 



*) ВагЪоих^ Мёто1ге виг Гарргохипаиоп йез ГопсИопа йе 1гё8 — дгапЛз 
потЪгев. Н-Ькоторыя изъ формулъ, оринимаемыхъ ОагЪоох за „новыя** 
(р. 26 и 28), приаадлежатъ Кошп и указаны въ его упомянутомъ выше 
иемуар^. 

*) ^, В. Щатте^ ЕесЬегсЪе йев ехргевзхопз арргосЬёее йез 1;егте81;гё8 
ё1о1§пё8 йап8 1е8 йёуе1орретеп18 йи топуетеп! еШрйчие йез р1апё1;ез. (ТЬёзев 
ргё8еп1;ёе8 й 1а ГасиНё йе8 Заепсев йе Рап8). 1887. 

') СагЫт, В1сегс11е 8п11а соптег^епга (1е11а зепе сЬе вегуе а11а 8о1а210- 
пе (1е1 РгоЫета сИ Кер1его. МНапо. 1817. 

*) ^асоЫ^ ПеЪег сИе аппйЬетйе Вевйттипд 8еЬг епйегп^ег вИейег 1а 
с1ег Еп1^ске1ип8 йег еШрйзсЪеп Соог(Цпа1;еп пеЪв* етег АшйеЬпоп^ <1ег 
Ьар1асе8сЬеп Ме^Ьо^е $иг ВевИтшип^ (1ег ГопсИопеп дегаёег 2аЫеп ( А81;го- 
пот18сЬе КасЪпсЫеп, п^665, 1848) а также Пп^екисЬив^еп йЪег Й1е Соп- 
тег^епг йег Ве1Ье йигсЬ \уе1сЬе с1а8 Кер1ег'8сЬе РгоЫетде1о81;ш^(1(А81го- 
I1от^8сЬе КасЬпсЫеп, пп'' 709, 710, 711, 712; 1849). 

^) ЗсЪегЪпег, ПеЪег (11е а8утр1ю1;18сЬеп "VVег^Ье йег СоеШс1еп1;еп т ^йег 
Еп1\У1ске1ип§ ехпег ЪеИеЫ^еп РоЬет йез Ва(11и8Уес1;ог8 пасЬ йег пиШегеп 
АпотаЦе (Ма1;Ьета118сЬе Аппа1еп, 1;. ХУП). Ьехрг!^. 1880. 

•) НапзеПу ЕпЬтскеЬш^ йев Ргос[ис18 ешег РоЬепг йев Ва(11и8УесЬог8 
тИ (1ет $1па8 о<1ег С1о81па8 е1пе8 У1е1Гас11еп ёег \^аЬгеп АпотаИе 1п Ве!- 
Ьеп, еЬс. Ьехрг!^, Н1Г2е1, 1853. 

') 1^ог830п, ВесЬегсЬев виг 1а ргоЪаЫШё с[е8 зи^етеп^з, р. 172 — 317. 
Рапв. 1837. 

®) См. яМатематическ1й Сборпикъ**, т. XII. 1885. 

1* 
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Надлежитъ упомянуть зд-Ьсь объ пзсл'Ьдован1яхъ Чебышева *) 
и другихъ *) относите:[1ьно пред*льныхъ величинъ интеграловъ. 
Эти изсл^доващя ивгЬютъ въ виду другую постановку задачи, 
въ которой большое число т не играетъ, какъ въ настоящемъ 
изсл^дованш, существенной роли, а интегралъ относится исклю- 
чительно къ действительному перем-Ьниому и къ дЬйствитель- 
ной интегрируемой функцш. Однако указанный изсл'6дован1я 
имЬютъ мнопя точки соприкосновешя съ исчислешемъ приблп- 
женныхъ величинъ интеграловъ вида (1) и сходятся, напри- 
м-Ьръ, въ приложетяхъ къ Теорш Вероятностей, давая совпа- 
дающ1е результаты при раскрБгпи законовъ массовыхъ незавп- 
симнхъ случайныхъ явлешй. Но постановка вопроса и методы 
упомянутыхъ Петербургскихъ изсл-Ьдовашй, начатыхъ П. Л. 
Чебышевымъ, настолько отличны отъ настоящаго изсл-Ьдоватя, 



*) Я. Л. Чебыьиевы 1) „8иг 1е8 уа1еиг8 Иш^ез Лев т1ё8га1е8" (^оигпаI 
де Ма1;Ьёта^1Ч11е8 рогев е!; аррИчаёез, 1874). 

2) „О представлен1и пред-Ьжьныхъ величинъ интеграловъ посредствомъ 
интегральныхъ вычетовъ" (Приложенхе къ Ы-му тому Записокъ Имп. 
Академ1и Наукъ, 1885). 

3) „Объ интегральныхъ вычетахъ, доставляющихъ приближенный вели- 
чины интеграловъ" (Приложен1е къ ЬУ-му тому Записокъ Имп. Авадем1и 
Наукъ, 1837). 

4) „О двухъ теоремахъ относительно вероятностей" (Приложен1е къ 
ЬУ-му тому Записокъ Имп. Академ1н Наукъ, 1887). 

*) А, А, Марковы 1) „О н-Ькоторыхъ приложешяхъ алгебраическихъ 
вепрерывныхъ дробей**. С -Петербургъ. 1884. 

2) „О пред'Ьльныхъ величинахъ интеграловъ" (Изв'ЬсТ1Я Имп. Академ!» 
Наукъ, Т. II, Л1 3, 1895). 

Х А. Посеву „О н-Ькоторыхъ приложео1яхъ алгебраическихъ вепрерыв- 
ныхъ дробей'^. С.-Петербургъ. 1886. 

Н. Я, Сопит, „О точности опред'Ьлен1я ' пред'Ьльныхъ величинъ пнте- 
граловъ" (Заппски Имп. Академ1и Наукъ, Т. ЬХХХ. 1892). 

Этотъ перечень могъ бы быть пополненъ указан1ямп на друг1я статьи, 
0ТН0СЯЩ1ЯСЯ къ вопросу о пред-Ьльныхъ величинахъ интегра,10въ и припад- 
лежа1ц1я В. Г, Имшенетому^ А. Л, Еоркищ^ Е, А. Поссе^ Е. А. Андре- 
еву, Н, Я, Сонину^ А. А, Маркову, Указан1Я этп читатели найдутъ въ 
стать-Ь А, В. Васильева: „П. Л. Чебышевъ и его учевые труды'* („Р. Ь. 
ТсЬёЬусЬе^ еЬ воп оеиуге зсхепййдие", Типп. СЬагкз С1аи8еп. 1898). 
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что ниже намъ вовсе не придется соприкасаться съ этими 
нзсл']^дован1ями. Настоящее изсл^доваше ближе всего соприка- 
сается съ вышеупомянутыми трудами Лапласа, Коши и Дарбу. 
Лишь въ конц% настоящей статьи будутъ сд^аны кратшя за- 
м^^чанк о возможномъ сближеши направлен1я нашего изсл']^до- 
вашя съ Петербургскимъ, каковое сближеше можетъ быть по- 
лезнымъ для обопхъ направлен1й. Зат^мъ съ изсл]&довашями 
П. Л. Чебьппева мы встретимся тогда, когда перейдемъ въ об- 
ласть приложешй нашихъ методовъ къ Теор1и Вероятностей. 
Приложбшя эти имеютъ явиться въ другой нашей статье, 
тЬсно связанной съ настоящимъ изследовашемъ, которое пред- 
ставляетъ введете въ эту статью. 

Въ виду сложности и крайней тонкости вопроса о прибли- 
женномъ вычисленш интеграла (1) различныя предложенныя 
решетя его еще представляютъ н^которыя важныя несовер- 
шенства. Поэтому новое изложеше решен1я задачи представ- 
ляется не лпшеннымъ интереса. 

Предлагаемый зд^сь способъ вычислешя приближенныхъ вы- 
ражешй интеграловъ вида (1) есть результатъ изучен1я преж- 
нихъ способовъ. Этотъ способъ устраняетъ при р^шешп за- 
дачи побочный теор1и, какъ-то: теорш женератрисъ, тригоно- 
метрическихъ рядовъ и т. п. Подобныя теорш, которыми поль- 
зуются Лапласъ, Дарбу и друпе, загромождаютъ р-Ьшеше труд- 
ной задачи, не принося существенной пользы. 

Въ основу р-Ьшенк задачи я кладу тщательное и необходи- 
мое для существа дйла разсл-Ьдовате изм4нетй функщи ф (-гг) 
и ея модуля, играющаго важную роль. Изученш этихъ изм-Ь- 
нен1й не отводилось достаточно вниман1я предшествующими 
авторами, между т^мъ ьакъ для р^шентя разсматриваемой за- 
дачи желательно возможно бол^е полное знакомство съ этими 
изм^нетями. 

Такое знакомство привело меня къ новымъ и важнымъ по- 
нят1ямъ и къ особымъ количественнымъ элементамъ, которые 
въ каждомъ данномъ случаЬ полн4е характеризуютъ свойства 
нскомыхъ приближенныхъ выражешй и ихъ погрешностей. 
Основанный на бол^е полномъ изслЬдовашп функцш ф(-гг) 
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способъ приблнженнаго вычнслее1я онтегралавъ вида (1) ка- 
жется сложнее форма.1ьно простого способа Дарбу, но лишь 
по тому, что онъ глубже пронпкаеть въ существо д-бла. При 
этомъ кажупцйся простымъ способъ Дарбу уступаетъ предла^ 
гаемому способу по другой причпн'Ь: принципъ, введенный 
Дарбу въ р'Ьшеше рассматриваемой задачи и заимствованный 
изъ теорш тригоеомегрпческихъ рядовъ, не достаточенъ, такъ 
какъ вопросъ при его сложности и тонкости не можетъ быть 
обнять сполна этимъ простымъ принцппомъ '). 

Выведенный ниже формулы пм-Ьють, между прочимъ, то пре- 
имущество, что он-Ь снабжены средствазга выражать не только 
порядокъ малости досускаемыхъ погрешностей, но и пред-блы 
ихъ, каковые пред4лы вообще не указыва^аись прежними авто- 
рами '). Главнымъ рессурсомъ въ этой части нзсл^довашя 
являются теор1И ряда Маоорена и ряда .1агранжа съ теоремою 
Когии-Руте. При томъ упомянутая теорема даетъ возможность 
поставить р4шен1е общнхъ вопросовъ разсмагрпваемаго исчи- 
слешя на стропя к прочиыя основы. 

Вообще по поводу разсматриваемага нсчислешя и теорш ряда 
Лагранжа нужно сказать, что это дв-б родственныя области, ибо 
им-Ьють много разностороннихъ и существенныхъ соприко- 
сновенШ. Отсюда гЬсн^йшее соприкосновен1е важнМшихъ во- 
просовъ Теор1Н В^Ьроятностей съ рядомъ Ла1Т)анжа и методами 
его изсл'Ьдовантя, Прииявъ еще во випман1е связь ряда Ла- 



*) Способъ Дарбу иногда, а10же1ъ да;ке повести къ ошнбочшиъ аадлю- 
чен1лмъ, т*Ьмъ бол-Ье вйзможеымъ, что привцппъ Дарбу яесодержктъ усло- 
вий, вв-Ь когорыхъ опъ теряе'1Ъ силу. Недостаточность прлвщша Дарбу 
ик^вть м'Ёсто, напри м^Ьръ^ въ случалкъ, которые ниже вазвавы особБшж 
дерваго рода, когда [1ри зтомъ существуютъ такъ наэыэаелыя лодглалвыя 
Т0Ч11И, увускаемыя тъ впду авторами, 

*) Въ тексг^^ и»же представлевъ, между рротаыъ, прнм1;ръ опред^лвнЦ 
пред+^ловъ вогр^швостн прибдшкенваго выражевщ фувкщи Х^ Лежандра. 
Другой п{]0С10Й 1[рии^ръ, соогвЬ'Гсгвующтй особому случаю перваго рода 
(см. ЯП** 5 и 20), читатели вайдутъ въ моеН статье: „Пред^ьлы погр^ыиао- 
апей приближениыхъ вираженЫ вп^ролтлости Р.разсматрива^мой еътео- 
ремл Якова Верн^;л.ш^^ й въ допо111ев1и къ аюЙ стать'Ь (Матем. Сбора,, т, XX), 
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I 

гранжа также съ важн']&йшими вопросами Небесной Механики^ 
какъ это было выяснено впервые Лапласомъ, можемъ сказать, 
что около теор1и ряда Лаграш^а группируются знаменитЬйшхе 
вопросы математическаго естествознан1я. 

Приводимые ниже выводы были получены мною бол-Ье четьф- 
надцати л^тъ тому назадъ и предназначались, какъ четвертая 
глава моего сочинешя: <Рядъ Лагранжа и приблиоюенныя вы- 
ражеигя функцгй весьма болыиихбчисему. По обстоятельствамъ, 
отвлекавшимъ меня, эта глава до сихъ поръ не могла явиться 
въ печати. Теперь я нахожу бол-Ье удобнымъ издать эти ре- 
зультаты не въ вид* главы вышеупомянутаго сочинешя, а подъ 
формой отдельной статьи, назначенной, между прочимъ, для 
того, чтобы подготовить средства для доказательства основныхъ 
теоремъ, приведенныхъ въ моемъ мемуар-Ь: < Общгя свойства мае- 
совьюсь незавтимыосъ с^гучайныхъ тленгй еъ связи съ приблиоюен- 
нымъ вычмсленгемъ функцгй весьма большихь чиселъу (Матем. 
Сб. т. XX, 1898), а также сл-Ьдствй этихъ тёоремъ. 

Т* же средства, прим-Ьненныя въ Небесной Механик*, кото- 
рая должна пользоваться приближенны»!!! вычислен1ями этого 
рода, безъ сомн']&н]я, также привели бы и въ этой области 
къ пополнешю существующихъ выводовъ, по крайней м-Ьр-Ь, 
въ отношети оценки погрешностей этихъ вычислешй. 



§ 1. Некоторый вспо10ГАтедь1ыя Формулы, теоремы и опре- 
д1Ьде|1я. 

п^\. Въ дальн']&й1пемъ нзложенш мы будемъ пользоваться 
различными вспомогательными теор1ями, какъ-то: теор1ей фун- 
кщй комплекснаго перем4ннаго, теор1ей ряда Тейлора ил!1 
Маклорена и ряда Лагранжа. Между прочимъ, мы будемъ часто 
пользоваться сл']&дующими изв']&стиыми формулами, теоремами и 
опред4летями. 

I. Пусть функпди /*(а?) и Р {х) при изм-Ьненш ^/ьйствгетелъ- 
паю перем4ннаго х въ пред^лахъ отъ а до Ь остаются конеч- 
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НЕиш И непрерывными и представляютъ собою количества дМ- 
ствительныя, а функщя Р (х) остается, кровгЬ того, положи- 
тельною. При этихъ услов1яхъ будемъ им4ть: 

Г Г{^)]Р{^)€1х = Г&С ^^{^)с^x, (2) 

«/а ^ а 

гдЪ ^ есть количество, заключающееся въ 11ред']&лахъ а я Ъ, 

I = ач-{Ъ—а) е, О < е < 1. 
Формула (2) выводится какъ сл4дств1е того, что выражен1в 

д«.-<-л««-*- • • • -^^»*» 



-«п 



(3) 



ВЪ которомъ о^^, о^^,...с^^ суть величины положительныя и Д , 
А.^^...,Л^ суть количества дЬйствительныл, есть среднее изъ 
этихъ посл4днихъ количествъ, т. е. заключается меаду наи- 
меньпшмъ и наибольшимъ изъ количествъ: А^^Л^^. . .Л „.Если 
величины а,, <з^19<*м^п совпадаютъ съ значешями выражешя 
Р{х)Лх, а количества А^^ А.^у...,А^ суть значешя фукцш 
/^{х), то дробное выражеше 



^-^^ 

Г Р{х)йх 



будетъ частнымъ случаемъ выражешя (3) и будетъ представ- 
лять среднее изъ значен1й функц1и /* {х) при изм-Ьнеши х отъ 
а до Ь, т. е. величину /*($). 

П. Пусть функцш ({х) и Р {х) при изм-Ьнеши дгьйстви- 
тельнаю перем-Ьинаго х отъ а до Ъ остаются конечными и не- 
прерывными. Предположимъ, что функщя /'(х) представляетъ 
величину комплексную: 



/'(^)=/;(;г)н-г/;(^), г = \/-1, 
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гдЬ /)(ж) и ^^{х) суть дЬйствительныя количества. Фунщхя 
Р (х) пусть остаётся величиною действительною п положи- 
тельною. При этихъ услов1яхъ будеиъ им4ть: 

Г Г{^)Р{^)с1х = 'кГ{1) { Р{х)с1х, ^ (4) 

•/а «/а 

гд4 X есть комплексное количество, модуль котораго мен-Ье 1, 
и ^ есть д'Ьйствительная величина, заключенная между а а Ъ, 

1 = а-^{Ъ-а)% 0<е<1. 

Для вывода формулы (4), которая дана впервые Дарбу *), мо- 
жемъ воспользоваться, во^первыхъ, изв'Ьстнымъ свойствомъ мо- 
дуля суммы, показывающимъ, что 

Ц^/*(а^)2^(а;)ег2;|=е. ]^ \Г{х)\Р{х)с1х, (4') 

гдЬ О <^ 6^ <; 1 и I -зг I есть модуль ^. Во-вторыхъ, можемъ вос- 
пользоваться формулой (2), на основанш которой находимы 

С \Г(х)\Р(а!)с1х= \т) I Г Р(ро)ах. (4") 

^ а «/а 

Изъ равенствъ (4') и (4") сл4дуетъ равенство (4). 

Ш. Теорема Еоши-Руше въ теорхи ряда Лагранжа *) даетъ 
прост^йшхя услов1я, когда можно применять этотъ рядъ, ИМ']&Ю- 
пцй важное значете въ разсматриваемомъ приближенномъ исчи- 
слеши. Хотя эти услов1я не всегда въ состояши обнять пол- 
ный кругъ сходимости ряда Лагранжа ^), однако простота ихъ 
выражен1я дЬлаетъ теорему Коши-Руше особенно удобоприм'Ь- 
нимою для разъяснен1я н']^которыхъ важныхъ вопросовъ и даетъ 
возможность довести изложеше основъ разсматриваемаго при- 
ближеннаго исчислешя до полной строгости и отчетливости. 
Напомнимъ здйсь выражеше теоремы Коши-Руше. 



^) См. ^011^па1 с1е Ма1;Ьётаидае8 рогез е! арр1^^аёе8. 1876. 

*) См. „Рядъ Лагранжа", гл. I, § 17. 

•) См. „Рядъ Лагранжа„ п. II, §§ 8 и 9. 
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Пусть (((г^1Л)) есть фунщгя конечнаЯу непрерывная и одно- 
значная для ваьхъ значенгй гс;, модули которьксъ менгье ^^^ и 
неравная нулю при го==0. Пусть г есть данное положитель- 
ное количество меньшее г,. Если со возрастаешь отъ О до 2т: 
и если при этюмъ измтьненги модуль тдхгтит тахгтюгит 
функцги 

менгье 1, то уравненге 

и^^гГСС^у)), (5) 

будешь имп^ть одинь только корень и)^ , модуль котораю менгье 
даннаго значенгя г. Если функцгя Е ^^-^-V)) конечна^ непрерывна 
и однозначна для всгьхъ значенгй у)^ модули котюрыхь менгье г, , 
то выраженге Е ((г^и)^) будеть разлагаться въ сходящгйся рядь 
по формулгь: 

(6) 

, г (?"-'{ 2^40 Г(0} 

1.2...П аг'—' '*'"' 

при чемъ модули членовъ этою ряда будутъ удовлетворять не- 
равенству: 

1.2. . .п а; I /г ' 

гдп> N и М суть соотвтшгственно модули тахгтит таосто- 

гит функцги Е' (С-+-гв*^*) и - ((С.-^ге^^) при возрастингию 

оть О до 21Г. 
Изъ этой теоремы сл-Ьдуеть, что при выполнешй еяусловШ 
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IV. Оц'1нка погрешностей разсматрпваемыхъ ниже прибли- 
женны;8:ъ выражешй интеграла (1) ироизводитса: 1) опред^ле- 
шемъ пред:Ьловъ погр1&шности и 2) указанхемъ порядка мало- 
сти погр-Ёпшости сравнительно съ малою величиною — . Этотъ 
порядокъ а определяется на основан1И следующихъ условШ: если 
величина /* (т) есть малая порядка <у относительно — , то пре- 

д-Ьлъ выражешя п1!''^^/'{т) при возрасташи т до н- со есть со 
при произвольномъ положите.гьномб К и есть нуль при произволь- 
номъ отриттельномъ Н; если же предбль выражетя т^/^{т) 
при возрасташи т до со остается нулемъ при всякомъ конеч- 
номъ зяаченш Ку то порядокъ а мадой величины /'(ш) есть 
-•-со . Наприм^ръ, количество -4.т~', гдЬ Л сохраняетъ при 
т=^<х> конечное и отличное отъ нуля значеше, есть малое 

порядка с. Количество Л.т^.е~^*^ , гд* Л, В у к и 8 суть 
конечный величины, при чемъ В > О п 5 >• О, есть малое 
порядка <; = н-со. Исчислен1е порядковъ въ посл^дующемъ 
нграеть вообще важную роль. 

§ 2. Обоз1аче11е итеграла, отнееенаго къ диюму иутв 
и1?егр|рови11. Кошеервативиая деФормац1я шути 11?егр1рови1я. 
Пе?л и обходы, образуемые дгФорчируенынъ путенъ около оео- 
быхъ точекъ итегрируено! ФуикцШ. 

п®2. Интегралъ вида (1), отнесенный къ непрерывной кри- 
вой аЬСу какъ къ пути интегрирован^, обозначимъ черезъ [аЬс]у 
такъ что: 

./ (аЬс) 

Можно выбрать непрерывную функщю Ф(6) такъ, чтобы 
ври возрасташи д^йствителънаго перем']^ннаго 6 отъ а до |3 
изображеше величины 

^=Фф) (8) 
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описывало путь аЬс- При этомъ условш будемъ им'Ьть: 

[аЬс]=|^(^)Г(^)|<««- (9) 

Будемъ непрерывно перемещать кривую аЬс такимъ образомъ, 
чтобы при всЬхъ положешяхъ ея интегралъ [аЪс] оставался 
неизм']&ннымъ. Такое перем']&щеше кривой аЬс назовемъ консер- 
вативной деформацгей пути интеграла [аЬс]. Если при такой де- 
формащи кривая а'Ъ'с' представляетъ одно изъ положешйдв1ь 
жущейся кривой аЪс, то, по опред-Ьлешю, будемъ им^ть: 

[аЪс] = [а'Ъ'(/]. (10) 

Эти кривыя аЬс и а'Ъ'(/ будемъ называть жвивамнтными. 

Теор1я интеграловъ по комплексному переменному обнаруави- 
ваетъ сл^дуюпце два случая консервативной деформащи пути аЬс: 
1) когда при движеши кривой аЬс точки а л с остдлотся неподви- 
оюньши^ 2) когда кривая аЬс неим^егь неподвижныхъ точекъ, но 
она замкнутая (а = с) и притомъ интегрируемая функщя 
/([^)ф*"(^), при любомъ положен1и точки а на этой замкнутой 
кривой, въ начале и въ . конце этого пути интегрирован1я 
имеетъ одно и то же значен1е *). Ниже мы будемъ разуметь 
подъ консервативной деформащей только эти два случая и при- 
томъ вътомъ и другомъ случае перемещешя деформируемаго 



*) Эти два случая можемъ обнаружЕть, между ирочимъ, посредствомъ 
разсмотр'1п1Я вархащп интеграла (9), йы^я въ виду, что при непрерывномъ 
пзм1^нен1и пути аЪс фунЕц1я I: :=^ Ф{в) терпитъ пропзвольныя безконетао 
малыя измФнен1я. Вар!ац1я интеграла (9), какъ сохраняющаго постоянную 
величицу, должна быть нулемъ, чтб приводить къ услоБ1ю: 

Г(с) Г (с) дс^Па) Г (а) «0=0, («) 

которое удовлетворяется въ двухъ случаяхъ: 1) когда а=с и притомъ 
интегрируемая функц1я 1^{и)^^{е) въ начал* и въ конц* замкнутаго пути инте- 
гращи принимаетъ одно и то же значгахе для пропзвольнаго лоложеп1л 
точки а на этой замкнутой кривой; 2) когда а л с непзм^^ннЫу такъ что 
^а = дс = 0. Кром* этихъ двухъ случаевъ возможны друг1е, которые ниже 
устраняются и въ которыхъ с является функшей а, получаемой интегри- 
ровап1емъ уравнен1я (а). 
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пути подчинимъ еще н^которымъ услов1ямъ, необходимымъ для 
того, чтобы величина интеграла [аЬс] при перем-Ьщенш пути 
не изменилась скачкомъ. Эти услов1я состоять въ томъ, чтобы 
деформируемый путь не перескакивалъ чрезъ особыя точки 
интегрируемой функщи, каковой скачекь влхяетъ, какь изв-Ь- 
стно, на величину интеграла [аЬс]. Эти условк легко предста- 
вить себ* наглядно, если вообразимъ, что кривая обе движется 
въ плоскости комплекснаго перем'^&ннаго, какъ гибкая, растя- 
жимая и сжимаемая нить, не встр']&чающая никакихъ препят- 
ствШ, кром* задержекъ въ особыхъточкахъ функщи /"(^Зф^'Ч-з^). 
Эти задержки можемъ 006*6 представить, воображая, что въ 
особыхъ точкахъ укр'бплены непроницаемый для нити, твердый, 
безконечно тонк1я иглы, перпендикулярныя къ плоскости 1сом- 
плекснаго перем-Ьинаго ^. 

Если разсматриваемая гибкая нить аЬс, подчиняясь выше- 
указаннымъ условхямъ, перейдетъ непрерывно изъ положешя 
аЬс въ положеше а'Ь'с', то, какъ изв-Ьстно изъ теорш инте- 
граловъ по комплексному переменному, равенство (10) будегь 
им4ть силу. 

Вышеуказанными услов1ями наглядно определена та консер- 
вативная деформащя пути интегрировашя, которою мы будемъ 
ниже пшроко пользоваться. Заметимъ, что, если при этой де- 
формащи гибкая нить встретить иглу въ особой точке 2[, то, 
зацепившись за иглу, нить отчасти совпадетъ съ кривою, по 
которой плоскость комплекснаго переменнаго пересекается съ 
поверхностью этой иглы. Такую часть нити назовемъ петлей; 
а если петля эта делаетъ около иглы и, следовательно, около 
точки ^ полные обороты, то каждый такой оборотъ назовемъ 
обходомъ около точки ^. Если укрепленная въ точке 2^ игла 
круглая коническая, то часть пути интегрировашя, образую- 
щая упомянутую петлю, будетъ вообще дугою //' безконечно 
малой окружности р^^р, описанной изъ центра Х- Если ра- 
Д1усъ этой окружности стремится къ нулю, то дуга //' въ 
пределе сольется съ точкою С Имея въ виду этотъ предель- 
ный случай, мы будемъ считать особыя точки, около которыхъ 
путь интегрирован1я образуетъ петли и обходы, принадлежа- 
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1ДТ1М11 самому пут», на которомъ до перехода къ пред'Ьлу эти 
точки лежать не могутъ. 



§ 



■И^) 



Ма11п111т та11тотиш падудя В Фуикц1п 
пнтсгрпроБаа)я. ОсповноК путь автегрирован1я и его гддвныя 
точки, йгличипы А'^ о К, и ихъ зяаченк. Первое главюе у€лов1е 
п особые случая перваго рода. Второе г^авное у€лов[е, 11ря![1Ьръ 
«иредЪлеЯ1Я осиовяого яути и его главяыхъ точекъ. 

«*3. Пусть Е есть модуль функцщ ф{^). Когда ^з описы- 
ваетъ кривую аЪс, моду-тъ Я нринимаетъ различная значен1Я. 

Наибольшее изъ всЬхъ этихъ значен1Й есть таттгтп тахто- 
гит модуля В фунЕЦ1И ф (0)^ соотв'Ьтствующтй данному пути 
пЪс. Обозначпмъ этогь шахшит тахшогнт черезъ К. 

Будемъ консервативно деформпровать путь аЬс интегращи, 
т. е. ггерем'Ьщать его при умов1яхъ, указанныхъ въ предше- 
ствующемъ параграф'^. Вышеуказанная ве.тачина К, представ- 
ляющая шах1шит тах1тогид1 модуля В для пути аЬс, будетъ 
изменяться при этой деформац1п названнаго нутп, Будемъ эту 
деформацпо выполнять такъ, чтобы модуль К уШвалъ до т^хъ 
поръ^ пока дальнейшее уменъшеше его сделается невозмож- 
ныыъ, т, е. когда ЛГ достигнетъ своего шШшит'^и К^^ Если при 
этомъ деформированный путь образуетъ нетли около особыхъ 
точекъфункцш /'(^) -у'" (^^) н величина Л", соотв^Ьтствуетъ точ- 
камъ, правадлежащнмъ петлямъ, то пусть разсматрпваемой де- 
((юрмац1ей н уменьшен1емъ толщины соотв'Ьтствующпхъ иглъ 
достигается тогь предельный случай, когда эти петли обра- 
щаются въ точки п величина К^ представляется как-ъ моду.ть 
функц1И ф {в) для соотв'Ьтствующпхъ особыхъ точекъ, 

Предположимъ, что указанной деформащей кривая аЬс при- 
ведена въ искомое положеше для котораго величина А^прини- 
маегъ наименьшее значеше К^ , Это ноложен1е обозначпмъ 
чрезъ АВС, 

Пусть при этомъ число п точекъ Е^^ Х,,^^, . , .^ Х,^ кривой 
АВС^ для которыхъ модуль Е принимаетъ значеше А";, све- 
дено разсматриваемоп деформац1ей къ наименьтему значенгю, 
такъ что всякое другое положезне А'В^С консервативно де< 
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формируемой кривой ойс, для котораго величина К принпмаегь 
наименьшее значеше К^^ представляетъ кривую, непременно 
проходящую чрезъ тЬ же точки ^, , ч,?...? ^п* Пр^ такихъ усло- 
В1яхъ кривую -450 назовемъ основнымъ путемъ интегрировашя, 
при чемъ будемъ им-Ьтб: [аЪс] = [ЛВС]. Указанныя точки 
^1> ^2>---> ^п этого основного пути назовемъ главными. Пусть 
эти точки сл^Ь^ують другъ за другомъ въ такомъ порядкЬ, въ 
какомъ он* встречаются при прохождеши пути ЛВС. ЕЬгЬемъ: 

1Ф(^.)1=1Ф(С,)|=....=1Ф(ГЛ=-й:., 

гд-Ь вообще |ф(01 означаетъ модуль количества ф(2^). 

Для точекъ основного пути ЛВС, не совпадающихъ съ 
главными его точками, будемъ им-Ьть: \^{^)\<С^К^. 

Главныя точки основнаго пути ЛВС, какъ увидимъ впосл^д- 
ствш (въ § 8, 1г°25), частш принадлежать къ особымъ точкамъ 
функцш /'(^) ф'^С^), част1Ю совцадаютъ съ точками, для которыхъ 
им-Ьеть силу условхе: ф'(^) = 0, частш могутъ соответствовать 
крайнимъ точкамъ Л и С пути ЛВС. Вне этихъ слуяаевъ 
точка 3 пути ЛВС не можетъ быть главною, ибо въ против- 
номъ случае, какъ будетъ доказано, соответствующШ этой точкЬ з 
'шаххтит модуля В функщи ф {^) для точекъ ^ пути ЛВС 
можно поншить, прибегая съ этою целью къ консервативной 
деформацш. 

п®4. Вообразимъ, все ^?гажшг^ш'ы, а также тгпгтгип^ы модуля 
В функщи ф {^) для точекъ ^ основного пути ЛВС. Къ этиыь 
значешямъ модуля В присоединимъ его значешя, соответствую- 
пця: 1) корнямъ уравнешя ф' (-г^) = О, лежащимъ на кривой 
ЛВС и не совпадающимъ съ главными точками, 2) темъ не 
совпадающимъ съ главными точками особымъ точкамъ функщи 
/'(^)ф"*(^), вблизи которыхъ путь ЛВС образуетъ петли, ка- 
садсь иглъ, и 3) точкамъ Л п С. Изъ всехъ указанныхъ зна- 
четй модуля В исключимъ те, кои соответствуютъ главнымъ 
точкамъ, а изъ остальныхъ выберемъ наибольшее, которое обо- 
значимъ чрезъ К^. Очевидно, будемъ иметь: К^<^К^, 

, Пусть величина {К^ : К^У^есть малая, стремящаяся къ нулю 
при возрастинги т до сю, и пусть порядокъ а этой величины 

относгипельио — будешь: а = -4- ее. Это условхе, въ выражен1и 
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котораго существенную роль играютъ количества К^ иК^, на- 
зовемъ первымъ главнымъ условгемъ. 

Обозначимъ чрезъ х дгьйствительную величину, а чрезъ Ь^ 
кривую, точки ^ которой удовлетворяютъ уравнешю: 

I Ф (^) I = л:, е-. 

Семейство кривыхъ Ь^ будемъ называть изомодулярными кривыми. 
Очевидно, главныя точки лежать на изомодулярной кривой Х^ • 

Пусть д==Л§ {К^ :К^). Изъ опред-блетя величины ^5Г^ сл-Ьдуетъ; 
что данная вЬтвь основного пути ЛВС, идущая отъ главной 
точки ^, должна непременно достигать изомодулярной кривой ^ 
въ некоторой точке $", последовательно пересекаясь со всеми 
изомодулярными кривыми Хд,, для которыхъ параметръ х возра- 
стаетъ отъ О до д. Такую час'1Ъ ^$" основного пути ЛВС на- 
зовемъ главною. Къ каждой главной точкЬ, не совпадающей съ 
Л или С, прилегаетъ деть такихъ главныхъ части; если же глав- 
ная точка совпадаетъ съ А или С, то къ ней прилегаетъ одна 
главная часть основного пути ЛВС. 

Назовемъ главную часть ^Н" основного пути ЛВС хорошо 
иаправленной, если она на всемъ протяжен1и своемъ пересе- 
кается съ каждою изомодулярною кривою Х^. подъ угломъ <Р) 
заключеннымъ вь пределахъ: а<;9<'^ — 'зс, где а есть данный 
острый уголъ, отличный отъ нуля. Если все главныя части 
основного пути ЛВС хорошо направлены, то весь этотъ путь 
будемъ называть также хорошо направленнымь. Если для всехъ 

^гочекъ главныхъ ветвей указанный сей часъ уголъ ^ = ^\ то 

такой основной путь ЛВС назовемъ ортогональнымъ. 

Хорошо направленный основной путь ^.^5 С при помощи кон- 
сервативной деформац1и можетъ быть приведенъ въ такое поло- 
жен1е, чтобы соответствующее ему количество К, принимало 
паименьшее значеше. При этихъ условхяхъ основной путь ЛВС 
будемъ называть критическимъ; равнымъ образомъ будемъ на- 
зывать критическимъ соответствующее ему значеше К^. 

п^ Ь. Случаи, когда для критическаго основного пути ЛВС, 
отношеше К^ : К^ вследствхе пзменен1я параметровъ, отъ ко- 
торыхъ могутъ зависеть функц1и ф (-2^) и /* (^) и пределы Ли С 
интегращи, стремится къ 1 (при чемъ первое главное условхе 
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можетъ оказаться не выполняющимся), назовемъ особыми пер- 
тю рода. 

Затруднешя, сввванныя съ особыми случаями перваго рода, 
выясняются въ пп^ 10 (пункт. П) и 12. Зат^мъ особые слу- 
чаи перваго рода разсматриваются подробно въ § 6 (пп" 19, 
20 и 21), гд-Ь, между прочимъ, при введеши расширеннаго по- 
НЯТ1Я о главныхъ точкахъ будетъ изменено самое опред-блеше 
величины Ка. Этимъ путемъ устраняются иногда затруднешя, 
связанныя съ особыми случаями перваго рода. 

п^б. Если точка ^ движется по пути ЛВС отъ главной 
точкп ^ въ томъ или другомъ направлеши, то модуль функцш 
4'(^) въ начале движешя убываешь, начиная отъ величины К^ 
Если, следовательно, положимъ: 

ф (^) =. ф (^)е-У, у = х -*- А\/^ (10') 

гд4 X и к суть д-Ьйствительныя величины, то при указанномъ 
^ейчасъ движеши точки ^ отъ точки ^ количество х возрастаешь 
отъ нуля. Что касается величины А, которая также пусть изме- 
няется ошъ нуля, то изм4нешя ея при указанномъ движенш 
точки ^ зависятъ еще отъ направлешя пути ЛВС вблизи глав- 
ной точки (^. Следовательно величина А можетъ быть варьи- 
руема, какъ произвольная функц1я х, ибо основной путь мо- 
жетъ. быть консервативно деформируемъ, оставаясь оснотымь. 
Располагая возможностью варьировать количество й, подчинимъ 
основной путь АВС следующему услов1ю. 

Пусть на прошяженги данной втьшви основного пуши АВС, 
идущей ошъ главной шочки С существуешь тх>чка ^', отдгьляю- 
ищя т^кую конечную часть 2^ / этой в%тви, для точетсъ ^ ко- 
торой производная у- не выходить изъ данныхъ конечныхъ пре- 

дтьловъ, а количество х постюянно возрастдеть въ то время^ 
когда -г^ проходить кривую I/ отъ X, до ^, 

Это услов1е назовемъ вторымъ главнымъ условгемъ. Заметимъ, 
что при выполнеши этого услов1я отношен1е А : х для точекъ ^ 
кривой ^' также не выходитъ изъ некоторыхъ конечныхъ пре- 

деловъ, такъ какъ к есть интегралъ функц\и -г- , обращающШся 

въ нуль при ж = 0. 2 
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Разсматривая конформныя фигуры, описываемыя соотв-Ьт-^ 

ственными точками ^ и I/, связанными уравнешями (10'), изъ 

подобк этихъ фигуръ въ безконечно малцх'ь частяхъ уб-Ь- 
ждаемся, что 

гд-Ь (р есть уголъ при пврес'Ьчен1и в-Ьтви Х,г съ изомодуляр- 
ною кривою 2^д.. 1ЁСЛЩ слгьдоватемнОу второе. иавное условге 
выполняется для всей глсшной части Х^'* (см. п^ 4), тикъ что 
можемъ положить: /= $", то тпа главная часть должна быть 
хорошо направленною. 

Второе главное условхе, какъ увидимъ ниже (въ п^ 9), играегь 
важную роль при составлен1и формулъ для оц-Ьики пред^ловь 
той группы членовъ погрешности приближеннаго выражешя 
интеграла [ЛВС], которая не зависитъ отъ вышеуказаннаго 
отношешя {К^:К^)^ (см. п°4). 

п^7. Пример ъ. Приведемъ прим^ръ опред^лешк основ- 
ного пути интегрировашя, разсмотр^въ одинъ случай, им4ющ1й 
важное значете въ Теорхи Вероятностей, 

Пусть а?,, 0^2, , х^ будутъ т случайныхъ независимыхъ 

величинъ. Введемъ обозначешя: 

ср,(г)= 1:ру1 , 9,(г)=22),г''2 ,. . . ., ^/^)=2^,^^-., (1о-> 

гд-Ь вообще Т^рг"" есть сумма произведешй в-Ьроятности р пере- 
м-Ьннаго X на выражеше г^, распространенная на всЬ значе- 
шя X. Будемъ им4ть: (р^(1) = (р.^(1) =,...= 9^(1)== 1. 
Положимъ дал-Ье: 

Пг)=ь(гЫг)....<9ш(г). (11) 

Разлагая функщю Р{г) по степенямъ г, будемъ им-Ьты 

р{г)=1:^ру, (1г> 

п = x^'^%-x^-^ . . . .-ь-ж^, (11") 

гд4 сумма 2^ распространяется на всЬ значен1я п вида (11''). 
Коэффищентъ Р„въ формул* (11') представляетъ вероятность 
того, что сумма Х1-%- х^-^ .... -»- я?^ получитъ данное зна- 
чен1е п. 
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Предположимъ дал4е, что перем-Ьниня x^,x^^ . . . . , ^т могутъ 
нм^ть лить цгьлыя значешя, при чемъ и числа п вида (11^') 
будугь ц-бльщц. Этотъ случай основной^ отъ котораго потомъ 
можно будетъ перейти- къ любымъ дЬйствительнымъ перемЬн- 
нымъ x^, ^2,..., х^. Въ этомъ случа* будемъ им-Ьты 

Р.=^/,,;Г»^. (11'") 

I 

гд]^ путь X интегращи есть замкнутая кривая, окружающая 
начало О координатъ^и 



_1 



Приближенное вычислеше в'^роятности Р„ того, что сумма 
x^ -•- х^-^ . . . . -н ж^ приметь данное значеше п, сведено, та- 
кимъ образомъ, къ приближенному вычислешю интеграла ввда (1 ). 

Примемъ за путь X интегращи окружность, описанную изъ 
центра О радаусомъ г. Для точекъ этой окружности будемъ 
им^ть: лг = ге®*и 

Такъ какъ коеффищенты полинома Д^), опред1ляемаго ра- 
венствомъ (11') > положительные, то при измЬненш 6 оть — - 
до -ь-т: модуль 2? количества ф(ге^*) получаетъ наибольшее зна- 
чеше, когда 6=0, т. е. тстшит тахгтЬгит модуля В есть 
^=ф(г). Этотъ тах1тит модуля В соотв-Ьтствуетъ пересЬче- 
шю окружности X съ положительною осью плоскости комплекс- 
наго перем4ннаго -г^, т. е. соотв-Ьтствуетъ изображешю вели- 
чины лГо=г. Но если обпцй наибольшШ дЬлитель В ц4лыхъ 
чиселъ п вида (11") отличается отъ 1, то функщя ф(^) обла- 
даетъ свойствомъ, которое выражается равенствами: 

ф(^)= ф(«)= ^(<,*е)^ . . . . « ф(«-»-1^г) , 



а = е * 



2* 
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Поэтому модуль в функцк ф(^) принвмаетъ наибольфее 
значш1е Х2^ф(г) въ В точкахъ овруащости Х, именно: ^ 

Эти точки д-Ьлятъ отужность X на равныя части. 

Будемъ зат4мъ консервативнр деформировать путь Ь инте- 
грацш. Пусть эта деформащя состоитъ въ томъ, что изменяется 
радаусъ г окружности X. При этомъ величина К будетъ изм'6- 
нятьсл и достигнетъ своего тштит'а К^ при значенш г=р, 
удовлетворяющемъ услов1ямъ: 

Ф'(Р)=^0, ф"(р)>0. 

Этому радаусу г^=р соотв-Ьтствуеть окружность Д которую 
можемъ принять за основной путь Л интегращи '). Интегрируемая 
функщя на этомъ пути не имЪетъ никакихъ особыхъ точекъ. 

Главныя точки ^ этого основного пути изображаютъ вели- 
чины: 

удовлетворяющ1я уравнешю: ф'(;8?)=0. Точкамъ этимъ соотвЬт- 
ствуетъ величина ^К^=:ф(р). 

Легко удостовериться въ выполненш вблизи главныхъ то- 
чекъ втораго главнаго услов1Я для полученнаго основного пути 
Л. Перейдемъ къ опред-бленш величины К^ икь разсмотр-Ьнш 
перваго главнаго услов1Я для того же основного пути. 



<) При разсматриваемомъ изнскав1и нужво им^ть бъ виду зам^чав1я, 
сд-З^нвыя въ глав* П статья „Рядъ Лаграпжа", гд* выясвево, что, поль- 
зуясь круговымъ путемъ X и изменяя его радхусъ г, можво встретить слу- 
чаи, когда ТУ11П1ТППТП ванбольшаго знаяев1я К не совпадаетъ съ величиною 
К^^ соответствующею основному пути Л. Однако въ настоящей задач^Ь, 
благодаря положительнымъ воеффищентамъ второй части равенства (11')> 
подобный случай представиться не можетъ. 
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Изменяя О отъ -^ п до -н т:, разсмотртгь шахшаш'ы и ш- 
тшпшп'ы модуля В функцш ф (рв^*). Для этихъ значешй модуля 
И должно выполняться услов1е: 

Полагая ре^*^^г и дифференцируя равенство 

^1; (г) = Iге^«■ 

по переменному О, убеждаемся, что -^ есть действительная 
часть Еоличества: 

Следовательно условие (11"'а) удовлетворяется въ томъ лишь 
елучае, если выражете 

^сть дтыйствгипельное количество или нуль [въ послЬднемъ слу- 
чае ^\^) = 0]. 

Обратимъ внимаше на одну группу точекъ ;8г окружности Л , 
для которнхъ ^(а) вообще не есть нуль и выражете 

•есть д:Ьйствительное количество. Такъ какъ в&Ь коеффищешпи 
функщй 9^^: (^) действительные, то указанное сейчасъ выра- 
жете будетъ дЬйствитедьнымъ и вообще отличнымъ отъ нуля 
яри условш, когда 

гд'Ь В есть обпцй наибольпий дЬлитель вс^хъ значетй пере- 
м^нныхъ X, совпадаюпцй, очевидно, съ общимъ наибольшимъ 
дЬлителемъ всЬхъ значетй п. Для этихъ точекъ ^, кои дЬлятъ 
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окружность л на I) равныхъ частей, д'Ьля въ то же время 
каждую изъ дуть 2^^^. !^^^^, пополамъ, модуль 22 фудащи ^|; (-е?) 
удовлетворяетъ условш (11'" а) и ирхобр-Ьтаеть зцачеше: 



ея точки :з, для которыхъ количество ^ Д^ есть дЬйствитель- 



Къ этимъ точкамъ окружности Л нужно присоединить друпя 

пая величина или нуль. Нужно принять во внимаше вс4 эти 
точки 3 окружности Л, кром* совпадающихъ съ главными точ- 
ками, и найти соотв'Ьтствуюпця имъ значешя модуля Л функ- 
щи ф (-2^)? а загЬмъ выбрать наглбольгиее изъ этихъ значешй^ 
которое обозначимъ чрезъ Д. ВмФсгЬ съ гЬмъ количество К^ 
должно совпадать съ В^ . 

Если не имеется на окружности Л другихъ точекь, обра- 

^ ф'Ы 
щающихъ количество .^ въ нуль или действительную вели- 

чину, кром* точекъ, для которыхъ <а^^==ь р'^, то количество 
К^ въ такомъ случа-Ь представится такъ: 

7Г1* 

ж,= д=14'(рв'')|. 

Очевидно, К,<С К^^ и поэтому выражеше {К^ : -К,)^ вооб- 

1 

ще стремится кънулю порядка «7==-|-со относительно — , 

т. е. первое главное услов1е вообще выполняется. Но бывають^ 
однако, исключешя, соотв'Ьтствуюпця особымъ случаямъ перваг 
го рода. 

Приближенное вычислеше интеграла (11'") послужитъпунк- 
томъ отправлешя въ моей посл']&дующей стать'Ь для получешя 
т^хъ формъ приближенной величины вероятности Р„, кои 
указаны въ моемъ мемуар-Ь: <Общгя свойства массовыхъ не- 
завгссимыосъ случатытъ явленш въ связи съ при^лиоюеннымъ вы-- 
числешемъ функцгй весьма большихъ че<сел5>, — формъ, разли- 
чающихся какъ видомъ, такъ и степенью точности, и даю- 
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щихъ соответствующему отд-Ьлу Теор1И В-Ьроятностей ббльшую 
полноту и гибкость. 

Зам^тимь, что приближенное вычислеше в-Ьроятносга Р^^, 
можно связать еще съ вычисленхемъ далекаго члена ряда Ла- 
гранжа, каковое вычислеше разсматривалось въ глав']^ Ш моей 
статьи: <Рядъ Лаграноюау. Эта связь настоящаго вопроса съ 
рядомъ Лагранжа будетъ выяснена ниже (въ п^ 37), а теперь 
зам'Ьтимъ только следующее. Если вышеуказанныя функщи 

9,(^), ?Л^)> ? ?т(^) суть алгебраичесюе полиномы, то при 

ц-Ьлыхъ значешяхъ случайныхъ перем-Ьнныхъ х^, х^,..., х^ 
равенство (11"') представится такъ: 

гд^ 2^ (г) есть вышеуказанная функц1я, определяемая равен- 
ствомъ (11), и 8 есть число, выбранное такъ, что Ф (0) им4етъ 
конечное значен1е, отличное отъ нуля. 

§ 4. Звенья основного путп пнтегрнровдн1я, ихъ роды и нхъ 
второстепенный части. ОеновноК процессъ вычислен1я для звеиьевъ 
нерваго рода про выполиен1п обонхъ гдавныхъ усдовИ. ОтдЪ- 
ден1е отъ звеньевъ второстепеииыхъ чаете!; цЪль этого отделе- 
н1я. Вычислен1е безъ посредства отд'Ьдеп1я второстепенныхъ ра- 
стем. Д'Ьден1е членовъ погрЪшностп на дв'Ь категор1п и м'Ьра 
быстроты убываи1я чденовъ первоВ категор1и. Чденъ второ! 
категор1и и связанные съ нимъ особые случаи второго рода. 
При]и1иеи(е ряда Лагранжа съ теоремою Кошп-Руше и ряда 
Макдорена. Вычпсден1е для звеньевъ второго рода посредствомъ 
нрнведен1я къ основному процессу для звеньевъ нерваго рода. 

^^8. Пусть <^^у ^л,..., !^„ будутъ указанныя выше (въ^г^З) 
главныя точки основнаго пути ЛВС. 

Если изъ этихъ точекъ какая либо точка *С^^ совпадаетъ съ 
особою точкою функцш /"(-3^) ф'^ (-е), то, собственно говоря, 
точка ^;^ не лежитъ на кривой ЛВС, но помещается безко- 
нечно близко къ пути ЛВС, который, какъ это пояснено въ ^**2 
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и выяснится еще полн-Ье въ § 9 (п®28), образуетъ вблизи точки 
Х.у^ петлю, т. е. кривую, совпадающую съ дугою г\ 11!1^" безко- 
нечно малой окружности |)^ ^^^ г^ ^р^, описанной изъ центра ^^. 
Эта дуга я\г^' сливается съ точкой ^|. въ предал*, когда ра- 
даусъ окружности ^р^^ д^^^. т^^ р^^ обращается въ нуль. Ниже мн 
часто будевгь им4ть въ виду этотъ предельный случай, при 
чемъ въ этомъ случае мы будемъ обозначать чрезъ Х,^^ не толь- 
ко центръ названной окружности, но и дугу г!\ ^\. Если пред- 
положимъ этотъ предельный случай для всЬхъ главныхъ точекь 
пути интегрировашя, совпадающихъ съ особыми точками фун- 
КЦ1Ц Цг) ф"* (^), то всЬ точки ^,, !^^..., С„ окажутся лежа- 
щими на самомъ пути АВС^ при чемъ для вс4хъ точекъ г 
этого пути, не совпадающихъ съ главными точками ^4, 2^,,. . ., 
^„, должно им4ть силу неравенство: 

\^{г)\<К,. (12) 

Вм-ЬсгЬ съ т-Ьмъ, обращаясь къ величин* К^^ указанной въ пЧ, 
уб-Ьждаемся, что на протяжеши части 'С^ ^^^_^, пути ^Л С должна 
лежать по крайней м^р* одна точка ^^, для которой им^еть 
силу неравенство: 

1Ф(У1^^.- (13) 

Выбравъ так1Я точки \^ для каждой частц. Х^^ ^^^^, основного 
жути АВС^ будемъ им^ть рядъ точекъ ^,, ^^,..., ^я— 1? УДОВ- 
летворяющихъ условш (13). 

Относительно крайнихъ точекъ А и. С пути АВС сдЬлаемъ 
сл^дующхя зам^чатя, вытекающхя изъ условШ построетя ос- 
новного пути. Въ случае невозможности перемещать эти точки 
при консервативной деформацш пути АВС^ каждая изъ нихъ 
должна оказаться либо въ числе главныхъ точекъ, либо въ 
числе точекъ ^, удовлетворяющихъ неравенству: |ф (<а^)|^ ТГ^, 
т. е. для каждой изъ точекъ Л и (7, если она не будетъ глав- 
ною, имеетъ силу соответствующее изъ неравенствъ: 

\^{А)\'^К, и \^{С)\^К,. (14) 
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Шш же точки А п С другъ съ другомъ совпадаютъ и при 
консерва'твной деформацш могутъ быть передвигаемы, то пусть 
этою деформащей • он^ приведены въ такое положеше, чтобы 
непременно им&ш силу неравенства (14). 

Зам^тивъ это, будемъ причислять каждую изъ точекъ Л и 
С, для которой осуществляется соотв^Ьтствующее изъ нера- 
венствъ (14), къ вышеуказавЕ&кЁгь точкамъ ^,, 5,,..., ^п-!? 
лолагая -4з4в^, если выполняется первое изъ неравенствъ (14), 
н Полагая также С=Еп> если выполняется второе изъ нера- 
венствъ (14). Если же первое изъ неравенствъ (14) не выпол- 
няется, то будемъ им^ть: Л^в±1^, , и, подобнымъ образомъ, при не- 
выполнеюи второго изъ неравенствъ (14) будемъ имЬть: С==^„. 

Вышеуказанныя точки ^, удовлетворяюпця неравенствамъ вида: 
|ф(^)|^^Г2, вместе съ главными точками ^ разд'бляютъ весь 
основной путь ЛВС на части: А'^^^ '^^ ^^, ^^ 2^, ^^ ^2,..., 
^я-ч ^п> ^л^? которыя назовемъ звеньями пермю рода. Звенья 
Л С, и СпС' (иначе: 1^ ^^ и <ъп^п) существують лишь при вы- 
полнеши соотв'Ьтствующихъ неравенствъ (14). 

Очевидно, каждое звено перваго рода, представляетъ собою 
часть 1^ основного пути, на протяжеши которой нЬтъ глав- 
ныхъ точекъ этого пути, кром^ точки V» которую назовемъ 
также главною точкою разсматриваемаго звена. 

Ниже подробно разсматривается приближенное вычислен1е 
интеграла [Щ, отнесеннаго къ части ^5 основнаго пути ЛВС, 
которая обладаетъ всЬми свойствами звена перваго рода, и этотъ 
процессъ вычисленк трактуется, какъ основной, къ которому при- 
водится задача о приближенномъ вычисленш интеграловъ вида (1). 

Однако, этотъ основной процессъ првм4нимъ къ интегралу 
[Щ лишь въ томъ случае, ес^и для главной точки 2^ звена ^^ 
функщя /*(^) сохраняетъ конечное значеше или обращается въ 

безконечность, но порядка менЬе 1 относительно -—у . Въ 

противномъ случа* прежде примйнешя этого основного про- 
цесса необходимо еще предварительное преобразовате инте- 
грируемой функцш, при чемъ путь ЛВС нужно сначала под- 
разделить на звенья второю рода. На таюя звенья путь ЛВС 
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Разсматривая конформныя фигуры, описываемыя соотв-Ьт- 

ственными точками ^ и I/, связанными уравнешями (10'), изъ- 

подобк этихъ фигуръ въ безконечно малыхъ частяхъ убе- 
ждаемся, что 

гд-Ь ф есть уголь при перес'Ьчен1и в^тви \я' съ изомодуляр- 
ною кривою Ъ^. Еслщ слгьдоватемно, второе. иавиое условге 
выполняется для всей главной части ^^" (см. п^ 4), тикг что 
можемъ положить: /== ^", то эта главная часть должна быть 
хорошо направленною. 

Второе главное условхе, какъ увидимъ ниже (въ п^ 9), играегь 
важную роль при составлеши формулъ для оценки пред^лонъ 
той группы членовъ погрешности приближеннаго выражетя 
интеграла [АВС]^ которая не зависитъ отъ вышеуказаннаго 
отношешя {К^ .'-2"^^ (см. п^А). 

п^1. ПримЬръ. Приведемъ прим^ръ опред^летя основ- 
ного пути интегрировашя, разсмотр-Ьвъ одинъ случай, им^юпцй 
важное значете въ Теорш Вероятностей. 

Пусть л?,, 0^2, , х^ будутъ т случайныхъ независимыхъ. 

величинъ. Введемъ обозначешя: 

ср.(г)= 22,.г'1 , ср,(г)=2^,,г'-2 ,. . . ., ?/г)=22>^г'.», (10"> 

где вообще 2р"*' есть сумма произведешй вероятности р пере- 
меннаго X на выражеше г"^, распространенная на все значе- 
шя X. Будемъ иметь: ^^ (1) = ф^(1) = , . . . = ^^(1)== 1. 
Положимъ далее: 

Дг)=<р.(г)ср,(г)....9». (11) 

Разлагая функщю 1'{г) по степенямъ г, будемъ иметь: 

Пг)=^пРпГ\ (11'> 

п = х,'^х^-^ -^х^, (1Г'> 

где сумма 2^ распространяется на все значенхя п вида (11''). 
^ Коэффицхентъ Р^въ формуле (11') представляетъ вероятность 
того, что сумма х^-^ х^-^ .... -^х^ получитъ данное зна- 
чен1е п. 
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Предположивгь дал4в, что перемЪнныя x^уX^, • • • • ? ^т могутъ 
1ш^тъ лйтъ цгьлыя значешя, при чевсъ и числа п вида (11^') 
будутъ ц-блыда. Этотъ случай основной^ отъ котораго потомъ 
можно будетъ перейти- кълюбымъ д^йствительнымъ перелгЬн- 
нымъ х^, а?2,..., х^. Въ этовсъ случа-Ь будемъ имФть: 

I 

гд^ путь ^ интегращи есть замкнутая кривая, окружающая 
начало О координатъ,и 



-I -1 



Приближенное вычислеше в']&роятности Р^ того, что сумма 

^1-*"^2"»" •*"^т приметь данное значеше п, сведено, та- 

кимъ образомъ, къ приближенному внчислешю интеграла вида (1). 

Примемъ за путь X интегращи окружность, описанную изъ 
центра О радаусомъ г. Для точекъ этой окружности будемъ 
шгЬть: ;8г = ге^*и 

Такъ какъ коеффищенты полинома Д^), опред']&ляемаго ра- 
венствомъ (11')) положительные, то при измЬненш 6 оть — • 
до н-т: модуль 7? количества ф(ге®*) получаетъ наибольшее зна- 
чен1е, когда 6=0, т. е. тахгтит тахгтЬгит модуля В есть 
^С=ф(^). Этотъ тахппит модуля В соотв-Ьтствуотъ пересЬче- 
тю окружности ^ съ положительною осью плоскости комплекс- 
наго перем4ннаго ^, т. е. соотв'Ьтствуетъ изображешю вели- 
чины ^0=^- Но если обпцй наибольппй дЬлитель 2) ц-Ьлыхъ 
чиселъ п вида (11") отличается отъ 1, то функщя ф(^) обла- 
даетъ свойствомъ, которое выражается равенствами: 

ф(^)= ф(а8г)= ф(а«^г)^ . . . . с= ф(а^1^) , 
гд* 

8ЯГ»* 



а = е ^ 



2* 



— 20 — 

Поэтому модуль в фушщш ф(^) принвмаетъ наибольшее 
значш1б Я^Ф(^) въ В точкахъ окружности X, именно: -^ 

Эти точки д-блять ощ)ужность Ь на равныя части. 

Будемъ загЬмъ консервативн9 деформировать путь X инте- 
грацш. Пусть эта деформащя состоитъ въ томъ, что изменяется 
рад1усъ г окружности X. При этомъ величина К будеть изм'Ь- 
нятьсд и достигнетъ своего тштит'а К^ при значеши г=р^ 
удовлетворяющемъ услов1ямъ: 

Этому радаусу г=:^р соотв-Ьтствуеть окружность ^Б, которую 
можемъ принять за основной путь Л интеграцш *). Интегрируемая 
функщя на этомъ пути не им']&етъ никакихъ особыхъ точекъ. 

Главныя точки ^ этого основного пути изобража^отъ вели- 
чины: 

удавлетворяющ1я уравненш: ф'(;2г)=0. Точкамъ этимъ соотвЬт- 
ствуетъ величина Щ=^^{р). 

Легко удостовериться въ выполненш вблизи главныхъ то- 
чекъ втораго главнаго условк для полученнаго основного пути 
Л. Перейдемъ къ определенно величины К.^ икь разсмотренш 
перваго главнаго условк для того же основного пути. 



*) При разсматриваемонъ изнскав1И вугво им^ть бъ виду зам^чав1Яу 
сд^^нныя въ 1лав^ П статьи „Рядъ Лаграпжа", гд*]^ выяснено, что, поль- 
зуясь круговымъ путемъ X и изменяя его радхусъ г, можно встретить слу- 
чаи, когда ту|1П1тптп на^большаго значен1я К не совпадаетъ съ величиною 
^Г^, соответствующею основному пути Л. Однако въ настоящей задач^Ь, 
благодаря положительннмъ коеффиц1ентамъ второй части равенства (110> 
подобный случай представиться не можетъ. 
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Изменяя б отъ -^ те до -н т:, разсмотрюгь тахшит'ы и ш- 
штшп'ы модуля В функцш ф (рв^*). Для этихъ значешй модуля 
И должно выполняться услов1в: 

Полагая ре^'=г и дифференцируя равенство 

<^ (г) = ^ге^«■ 

по переменному 6, убеждаемся, что -тд есть действительная 
часть количества: 

Следовательно услов1в (11"'а) удовлетворяется въ томъ лишь 
<и1учае, если выражете 

есть дгьйствгипельное количество или нуль [въ послЬднемъ слу- 
чае ф'(^) = 0]- 

Обратимъ внимаше на одну группу точекъ ;8г окружности Л , 
для которыхъ ^\а) вообще не есть нуль и выражете 

■есть д-Ьйствительное количество. Такъ какъ всЬ коеффищешти 
функц1й 9)1: (-2^) действительные, то указанное сейчасъ выра- 
жете будетъ дЬйствитедьнымъ и вообще отличнымъ отъ нуля 
лри условш, когда 

гд* в есть обпцй наибольпий дЬлитель вс^хъ значетй пере- 
м^нныхъ а;, совпадаюпцй, очевидно, съ общимъ наибольшимъ 
дЬлителемъ всЬхъ значетй п. Для этихъ точекъ ^, кои дЬлятъ 
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окружность л на I) равныхъ частей, д'Ьля въ то же время 
каждую изъ дуть 1^^^ 2^^^^, пополамъ, модуль Л функцш 4^ (-з^) 
удовлетворяетъ условш (11'" а) и ирхобр-Ьтаеть значеше: 

пг 

Д=|ф(?/)|. 

Къ этимъ точкамъ окружности Л нужно присоединить друпя 

ея точки <а^, для которыхъ количество / / / есть д'Ьйствитель- 

пая величина или нуль. Нужно принять во внимаше всЬ эти 
точки а окружности Л, кром* совпадающихъ съ главными точ^ 
ками, и найти соотв'Ьтствуюпця имъ значешя модуля М функ- 
щи ф (-3?), а загЬмъ выбрать наглбольгиее изъ этихъ значешй^ 
которое обозначимъ чрезъ Д. ВмФсгЬ съ т4мъ количество ^5Г, 
должно совпадать съ В^ . 

Если не имеется на окружности Л другихъ точекь, обра- 

щающихъ количество ^ . въ нуль или д-Ьйствительную вели- 
чину, кром-Ь точекъ, для которыхъ <а^^==ь р^, то количество 
ЛГз въ такомъ случа-Ь представится такъ: 

Очевидно, К,< К^^ и поэтому выражеше {К^ : К^)^ вооб- 

1 

ще стремится кънулю порядка а^-ьсо относительно — , 

т. е. первое главное услов1е вообще выполняется. Но бывають^ 
однако, исключешя, соотв'Ьтствуюпця особымъ случаямъ перва- 
го рода. 

Приближенное вычислеше интеграла (11"') послужитъпунк- 
томъ отправлешя въ моей последующей статье для получешя 
т^хъ формъ приближенной величины в']&роятности Р„, кои 
указаны въ моемъ мемуарф: <Общгя свойства массовыхъ не- 
заоисимыхъ случашыхъ явленш въ связи съ прк/блиоюеннымъ вы-- 
числеигемъ фуикцгй весьма большихъ че<се,г5>, — формъ, разли- 
чаюпщхся какъ видомъ, такъ и степенью точности, и даю- 
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щихъ соответствующему отделу Теор1И В-Ьроятностей ббльшую 
полноту и габкость. 

Заметимь, что приближенное вычислеше в-Ьроятносга Р^, 
можно связать еще съ вычисленхемъ далекаго члена ряда Ла- 
гранжа, каковое вычислеше разсматривалось въ глав* III моей 
статьи: <Рядъ Лагранжау. Эта связь настоящаго вопроса съ 
рядомъ Лагранжа будетъ выяснена ниже (въ п^ 37), а теперь 
зам'Ьтимъ только следующее. Если вышеуказанныя функщи 

9, (г), срЛ^)> ? ?т(^) ^У^ь алгебраичесюе полиномы, то при 

ц-Ьлыхъ значешяхъ случайныхъ перем-Ьнныхъ х^, а?^,..., х^ 
равенство (11"') представится такъ: 

гд^ Р(:г) есть вышеуказанная функц1я, определяемая равен- 
ствомъ (И), и 8 есть число, выбранное такъ, что Ф (0) им-Ьегь 
конечное значен1е, отличное отъ нуля. 

§ 4. Звенья осиовиого пути питегрвровди1я, вхъ роды и ихъ 
второстепеиоыя чаети. ОсковюК процесеъ вычвслеи1я для звеяьевъ 
перваго рода прп выпол1еи1п обовхъ гдавиыхъ усдовН. ОтдЪ- 
де|1е отъ звеиьевъ второетепеииыхъ чаете!; цЪль этого отд^де- 
■1я. Вычиедев1е безъ поередетва отд'Ьдев1Я второстеиеввыхъ ра- 
стем. Д'Ьдев1е члевовъ вогрЪшвоета ва дв'Ь категор1в и м'Ьра 
быстроты убывав 1я члевовъ первоВ категор1и. Чдевъ второ! 
категор1в в связаввые съ ввмъ особые случаи второго рода. 
Прв1в1вев(е ряда Лагравжа съ теоремою Коши-Руше и ряда 
Макдорева. Вычвслев1е для звевьевъ второго рода восредствомъ 
врвведев1я къ освовво^|у вроцессу ддя звевьевъ верваго рода. 

п^ 8. Пусть 2^,, ^л,..., 1„ будутъ указанныя выше (въ^г^З) 
главныя точки основнаго пути ЛВС. 

Если изъ этихъ точекъ какая либо точка 'Ск совпадаетъ съ 
особою точкою функщи /'{^)^^{^), то, собственно говоря, 
точка ^^ не лежитъ на кривой ЛВС, но помещается безко- 
нечно близко къ пути ЛВС, который, какъ это пояснено въ п^2 
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I. Преддоложимъ, что вс4 показатели а^, а,, ...., а, дЬй-. 
ствительные, расположенные въ восходящемъ порядас^: а^^а^ 

Изъ равенствъ (29) и (29') видно^ что при д-Ьйствитель- 
номъ а 

(>г~) о 

Если а <[ О, то при и > О И1гЬемъ: 

и, сл-Ьдовательно, 

]'«-"•" (^^(х,-^иГ^К*^''аи<и'\^е-'"Чи^Ш. (зо'> 
о о 

Отсюда и изъ неравенства (30) убеждаемся, что равенство 
(27') можетъ быть представлено такъ: 

Ч= - / ^-"^ у'* С1У =^ -П^' е-"". Ч< О, (31> 






гд-Ь X есть количество, модуль котораго мен-Ье 1. 
Если а ^ О, то при и^О им-Ьемь: 

(\/(^о-*-^)'н-Ао^У< {х,^и-^ \ )«, (32) 

гд* \ = 1 7г ^ = 1 7) — х^ I . Вм-Ьст* съ тЬмъ будемъ имгЬть: 

во в9 

I е-"'" {^ {X, -+- и) *-*- \ Лйи < ( «-"'-(я;, -^и-^\ )« йи. (33) 



Разсматривая 


разложен1е 
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функцш 

и 


• 


^ -ь К 



ДО степенямъ ге, уб'Ьждаёмся, что при иу>^ им-Ьеть силу не- 
равенство: 



Отсюда и изъ неравенства (33) сл-Ьдуётъ, что 

во , ^ ею — ( ш =^ г- 1 и 

о о . 

Иначе, при а^О будемъ им^ть: 

о ***"»„-+- А, 

Принимая во ввиыан1е это последнее неравенство и неравен- 
ство (30), приводимъ равенство (27') къ виду: 






(>?со) т — 



к 



(34) 



гд* \ = \г^ — х^ |и л есть количество, модуль котораго мен-Ье 1. 

Займемся теперь величиною р^, которая представляется равен- 
ствомъ (24). При составлеши формулъ для оценки пред^ловъ 
количества р^. важную роль играетъ второе главное условхе, 
указанное въ § 3 {п^ 6). Пусть условхе это распространяется на 
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всЬ точки 2 части ХХ основного пути ЛВС^ такъ что можемъ 
положить: /= \, Полагаемъ въ интеграл-Ь (24): 

I/ = д; -^- Аг, (35) 

гд'Ь X п Ь суть д-Ьйствительныя перем'Ьнныя величины. 

Изъ допущеннаго нами втораго главнаго условгя, указаннаго 
въ § 3 {п^ 6), сл-Ьдуеть, что съ передвижешекъ точки у по 
кривой От) отъ точки О до точки 7) количество X постоянно 
возрас7паешъ отъ О до л^^. При такихъ услов1яхъ можемъ въ 
интеграл* (24) преобразовать переменное у, взяв!» х за новое 
переменное. Получимъ: 

г* 

Р= I е-'»('+*'>ж«.Ж(гя;, (36) 

Ж=(.^^у.В..(1*|.). (3,) 

Выражешя - и -т- по допущенному нами второму главному 

X (лХ 

условш, указанному въ § 3 (^® 6), сохраняютъ значешя, не вы- 
Х0ДЯЩ1Я изъ конечныхъ пред^ловъ. При выполнеши какъ этого 
услов1Я, такъ вышеуказанныхъ услов1й относительно функщи В^, 
выраженхе М, опред-бляемое равенствомъ (37), въ предЬлахъ 
интеграла (36) также сохраняетъ конечное значеше. Пусть [х 
есть наибольшее значеше модуля М при возрасташи о? отъ О 
до х^, такъ что (л§|М|. Отсюда и изъ равенства (36) сл4- 
дуетъ, что 



Иначе 



р=Хн.[е— .«.й.=^>^;^.. • (38) 

*0 

|Х'|<|Х|<1. 



-?»|- 



. ,]1щТ^^щовщ .$щ^^^с^^въ {2Ъ\ (28'); (31), (34) и (38) уб*ж- 
ЛВС функцгя {{г) сохракяешъ тненноё значешилиг>^агЩ»№- 



.сш\р. ^ 7 {VМ!ш\рл^/т^^^Л!&^А^ 1—-^'! '^' 



^-^ 



я^ 



ся еь безкопечность порядкапиже' 1 ошноЬгтёл^' 
щшщ1о:^,.,усл(тЯм,.,тс^апныа^ въ 5 3 (пп^4 и о), 1^ %)йг^^ 







1^А1..^1П}^^^1^.:Ш уг=и..>^:л.Л11г 



0§Х?рош>ацяещъ значёнгё, не превдсорддящеё тШт^б пр^Ша 






I^К^:ат•.^I^.>^^ <[ ^;ч?л.>];^-.,1'г,' 



<??ь ,^|«р»ш^с^^рД^,^е?!^^ рлгьо*з/?о«^и^ ^^~ 



И П1 






'1 Л 'г:М) 



сш&ующгя зтченгя к: -б; 1,..'. ^^'^1;ЪУШлШспШ' М 
^-),.^спространяет(м лить на таш зитенгя к1'д!яя'1сШд- 



Ь.,: ни ;1 .■■!.;|:!- ■.;■ .>1,,1:ЧГ.: ГОК-: :«.■., 
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Очевидно, для усп-Ьшнаго прям'Ьнешя теоремы I необходимо 
не только пы4ть основной путь ЛВС, удовлетворяющ1а усло- 
В1язгь, указаннымъ въ § 3^ но и получить подъ формой (19) 



разложеше функщи П(у)^/'(^) -=- 



удовлетворяющее дру- 

гимъ услов1ямъ, которыя касаются величины 5^, опред-бляемой 
равенствами (19) н (20) и входящей въ равенство (37). Ниже 
(въ ппЧд и 14) будугь даны способы получешя разложешя 
(19), когда такое разложеше возможно- Способы эти основаны 
на прпм'Ьнети рядавъ Лагранжа и Маклорена. Теперь же за- 
м^Ьтимъ, что эти ряды можно нрим'Ьнять зд'Ьсь особымъ обра- 
;1омъ, не придавая при этомъ существеннаго значен1Я сходимости 
зтнхъ рядовъ, ибо разложешемъ (19) и его сл4дств1емъ, ко- 
торое представляется равенством^ (39), мы въ разсматривае- 
монъ исчйслети вообще пользуемся, не какъ безконечнымъ 
рядомъ (т, е, при 5^ со), который при 5^00, какгь будетъ 
выяснено въ п^ 14, часто оказывается даже расходящимся, 
подобно формуле Стирлиига. Рядами Лагранжа и Маклорена 
можно пользоваться при получеши разложешя (19) лишь на- 
столько, чтобы установить форму этого разложешя и уб-Ьдиться 
въ выполнеши т4хъ услов1Й, кон выше указаны, т. е- услов1Й 
(21) и услов1я, чтобы фупкщя Д^, опред'Ьляемая равенствами 
(19) н (20), для вс4хъ точекъ ^ кривой !^^ (нначе^ для вс^Ьхъ то- 
чекъ у кривой От;) сохраняла значеше, модуль котораго не прево- 
сходить н-Ькотораго конечнаго пред'Ьла. Если эти услов1Я н 
главныя услов1Я, указа1шыя въ § 3 (пп^ 4, и 6)^ выполне1ш^ 
то теорема I будетъ им'Ьть полную силу и послужить для 
опред^лешя приближенной величины интеграла [1^] и пред'Ь- 
ловъ ея погрешности, хотя бы при 5 ^сч? формула (39) обра- 
щалась въ безконечный расходящШся рядъ. 

Эти зам4чан1я о разложешп (19) въ равной м'Ьр^ относятся 
къ носл^дующтгь теоремамъ II, Ш 1У, V и У1, гд4мы уже не 
будемъ йхъ повторять. 

Отбрасывал во второй части равенства (39) величину Д^, 
получимъ приближенное выражеше интеграла [Щ, зависящее 
отъ велт141шы С> изображаемой главною точкою, и не завися- 
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щее отъ Е или г^. Равенство (40) можетъ служить для опре- 
д-блетя высшаго предала модуля величины Д^, представляющей 
погр'Ьпшость разсматриваемаго приближеннаго выражешя. 

ОпредЬливгь порядокъ малой величины Д^ относительно — . 
При помощи равещутва (25) и условк (15) убеждаемся, что 

I .— I < (I)"'. 

Отсюда и изъ перваго главнаго условхя, указаннаго въ § 3 
(м° 4), сл-Ьдуеть, что количество е""*^*^ есть малое порядка 

<7 = -♦- со относительно — . Следовательно, порядокъ второй 

части равенства (40) совпадаетъ съ порядков перваго ея чле- 
на, т.е. не ниже числа 1-*-а^. 

Разсмотримъ теперь некоторый упрощешя полученныхъ ре- 
зультатовъ. 

Формула (40) и ея выводъ упрощаются, если переменное у 
остается дпм(тттелшымъ (и, следовательно, положительнымъ) 
въ то время, когда 1$ описываетъ путь Х,\ интеграцш; при чемъ 
условхе это, какъ будетъ показано въ § 8, всегда можетъ быть 
удовлетворено особымъ выборомъ основного пути ЛВС, При 
действителъномъ значеши перевгеннаго у формулы (23) и (24) 
получаютъ видъ: 

т = { Ф (О }'" {2] Л/^-"'^ 2/^^ Лу^?] , (41) 
Тс=0 о 
где 

9.=^^"^' У^' В^Лу, (42) 

о 

при чемъ количество /) положительное и определяется уравне- 



--зё^- 



.К11!'-'.й;./;ь-;, ,м: 11!;ч;.::;гп;:11|!; (П;,;^ /;а11(р;а,:0!Х:т .1гч/иш^-<-р,я1 



Им^емъ: 

' /:л 

.у1 



(^^)^и;;?| 



7,= Ге--у«^^,1^^11^-.^„ (43) 

^ аа о]гп1-11;^,:17 .1;;((ги:)( о'и.нялгл (Г1ла(]-.и1 ,1ч:и и и.г.х^т(^ 



ее р 



т ****"* .сП{оГ1]Тс11//Г. 






Положгагь: . ,., „„ , „ „ 

.а;ли1 л ьмкг /1.1)11 

Очевидно, для значешй у въ пред'Ьлахъ интеграла будемъ им^й1^1 
у*^ г^*5 если а ^ О, и у^Ш /)*, если «: § 0. Поэтому 



Х^^^^^, если и ^Ь, и 

'оншлц ]сН'.)1.:..ц.;.^1^'-51 ё-^^*'' 'если а^^'^Й'''^^'^^'^'^^^^^^ ''*''^'' '''*^^ 



гд-Ь 

и ,0 ^ г и^1^} 



Дифференцируя, %а*с^?;!шъ: ^^ ^^^' 

(у 7)) ос 

Отсюда видно, что при возрасташи у от1^11^^ДО*дК^^Ц|Т|5ашц»^Ф^) 
возрастаетъ при а<;0 и убывает^» при а>0.^ СлЬд^вательно^ 
1ЦИ)указа]рН@1|?: щ^щш&у будем^ л>&г|4 > ^^ - — 



Ф (у) ><Ф-<{{;^^ -если а < а,»и 



<^ 



Ф(:У)<фХ-П), если а>0.'*'' ''"' 



-ТОО*) Ап1- ,1м\-><-а Щи с^^ ) олт'.1:оги;1.| иту ,!.>;1'г.с7, .гкит(1'«с8 



СМО' 

сГТО 



тря ПО тому, будетъ ли % менйе или бол-Ье нуля. Итаче: 

,о,'Ч\-^±Щ-^ '^^ г.1д-ли7.{) ИГЛ!) (1' ;,ч- од О 

^ ^ , если а ^ О, и 

шт^ — а ^ 

'"'Ц '|.''-^^|.а^™т^'^-"^ ■"-' 1.й ■■=.=. 

^ й , если а § О . о 

тл — а 

VI :^ I ^ : 
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Соединяя полученные результаты вьгЬстЬ, приходимъ }Сь заклю- 
ченно, что 



— ^1 е-'"Уу'с1уй'^-^, (45) 






если а ^ О, и 

й\ е-^Уу^с1у^ \' , (45') 



если а ^ 0. Вм^сг! съ гЬмъ погрйпшость 5^, определяемая ра- 
венствомъ (43'), должна заключаться въ пред^лакь, опред-Ь- 
ляемыхъ неравенствами: 

-^^-^ < 8^.й^ ^ ^ , если а^^ 0; (46) 

^"^ ^ й^^,^-^^-^ ,еслиа,§0. (46') 



Зам4тимъ дал-Ье, что равенство (42) при посредстве соот- 
ветствующей изъ формулъ (2) и (4) представляется въ одномъ 
изъ следующихъ видовъ: 1) если функщя В^ действительная, то 

о 

где В^ есть среднее значеше функщи В^ при измененш у отъ 
О до 7); 2) если функщя В^ мнимая, то 

р =ХБ,| е--У у'.ау = Щ [^^^^ -^К] , (47') 
О 

и1<1. 
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гдЬ В^ есть значеше функцш В„ соответствующее среднему 
значешю у^ заключенному между О и ^^. 

При помощи равенствъ (43), (46), (46'), (47) и (47') форму- 
ла (41) приводится къ виду (28), при чемъ предЬлн погреш- 
ности Л^ должны быть определяемы при помощи равенства (28') 
и неравенствъ (46) и (46'). Прибегая при этомъ къ высшимъ 
пределамъ лишь абсолютныхъ величинъ ^^^ находившмъ помо- 
пцю равенствъ (46) и (46'), можемъ полученные результаты 
выразить въ форме следующей теоремы. 

Теорема II. Пусть X, есть главная точка основнаю пути 
ЛВС, для котораю еьтолняется первое главное условге, указан- 
ное въ § 3 (см. п^4)^ и СЕ есть часть &тою пути. Предполо- 
оюимЪу что \ ф(Е) | ^ К^^ и что для вслхь точекь г части СЕ 
пути ЛВСперемгьнноеу, опредгьляемое уравнетемъ (17)^ имгь- 
етъ дпйствительныя полооюительныя значенгя. Пусть вмтьстть 
съ тгьмь для ваьхъ ухазанныхъ значенШ г гшгьетб силу разло- 
оюенге, опредгьляемое равенствами (19) и (20), въ которыхъ по- 
казатели Оо, а^ . . . • , а^ суть дтьйствительныя величины, удов- 
летворяюи^гя неравенствамъ: 

При атиосъ условгяхъ приближенная величина июпеграла [СЕ] 
опредтьляется по формулть (28).^ при чемъ предтьлы погргьшно- 
сти Д^ находятся при помощи слгьдующей формулы: 

А.= Р.- .-"•'( У^^^ -. уЬМ1^ 1 , (4Г) 

(-) (+) 

1<б*<ч-1, 



-'«Ш- 



гдть предгьлы р^ опредгьляются соотвптстеующимъ изъ равепатеъ 
(47) и (47'), при чемъ суммы 2(_) и 2(+) распространя1(утся 
вмп»стп на слгьдующгя значенгя к: О, 1, 2,. . ., $ — 1; въ от- 
дгьльности оюе сумма ^(^) распространяется лишь на такгя 
значенгя к, для которыхъ а^^.<0, а сумма 2(+) относится ко 
встьмъ остальнымъ изъ указанныхъ значенгй к. 



— 4Е^ — 
показатели а,, а,,..., а^^я\тш^тт^Утт'^^:?ШШ%^ Ш^^^ 

тшттщ ^^тттщ эде,ж .у .(;<)•.. ], (ах) <и-^г>мпнщ ойщ 

ЛАигм\>|,у с^т'л\Л\ .и\и^>\П)иг, КVи'.6^/^^иV^УV^^:ч\,04^ ^V.иVло^л>\и^^ниVп^ч^^ь 5$иэ 

П.) . {'-: ±Ш..а^ ^^^^ ^' ^^д^кй. : ^-. ^ (48") 

при чемъ суммы^Я : ^л1^ — вмте^^ 3>аетространяются на 
СД$Д5РЦЦД значещя Л: О, 1, 2,..., 5 — 1, а въ отдЬльносщ 

ныхъ значешй К у • 



значешя функщи В^ при возрасташп у отъ -^ '^^ т^ 11]^')эт4#Й>') 

гМ'\77 есть интеграл'Е!. опред'Ьляемып равей^тёВМ^^((^ге/ ттри 
й==бГ/ Следовательно, количества Л при а^^ХГ загаю^а^тс^Гй'Сг 
предфлахъ, опре^ляелшхъ равенст™ми''(48г),"(4^)^ЕГ'Н^^^йШ-^ 
ствшш (460 при^^';^'У4'8/ё4с^т^''Е'''^^^^^ ^Щвеё№^1^9 и 
неравенства (48) и (49) ^й^е^а^ЛяьаЕЬовысшШ и низш1Й пред-Ь- 

Теорем а:Жт Д««»^^>? .«ЭД^й тШЩхШШ ор!№^н^тШ1 
ЛВС, для 1^отораго^ выполняется первое главное условге, указан- 
ное ^ въ §~*й-Ог^%%' ^й Х^ ^&есшь-шит1К.этто "шути. Предполо- 
жимъ, что | ф (^) | ^ к, \чко^~Ш '^сп^ Н^^^Ь-^а^и 'С,1 
пути ЛВСперемтьнное у, опредгьляемое уравненгемъ (17), имть- 

съ тгьмъ для всгьхъ указанныхъ значеНШ х^^шШш Ш^ ^^(т^ 
женге, опредгьляемое равенбтва^щ^ {19) и (2Р)^ въ которихъ^ 
V. «,,. р. \д^^^ть дтъйстеительныя '\в^чцныу 
\1Я нёравет^т^амъ: (^" ' ^^ 

Если въ томъ же разложещги коеффицгенты Д,, Л, , . . . , -4^_, 
и функцгя В^ также д^^^ШпШныя^ количества и припюмъ 
функцгя В^ для встьосъ точекь г разсматриваемой части ^^ ос- 
повито пути ЛВС т^ЧШШтё^^ ^онЫ^1ь1^'Ц1тт1У^ 
1^2 >^> ^^ прибаио^тн^^'в^щщ^р^ ^^^^(Ш^еграла [Щ опредть- 
.гяется по форму лгь (28) въ которой ^^ есть погргьшность, за- 
ключенная въ Щрф^с/Л^ Ш99дцлш^ •Щ^'^^мщ^ неравенствъ: 

и. т_ е-^^ Ж < Д,<Г м.. ^, — е'"''1 Ж , , (49') 
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при чемь количества у], М^ и М^ опредтьляются равенствами 
(25), (48') и (48"). 

При а^<СО теорема Ш также илгЬетъ силу, но неравенства 
(49") заменяются другими, вытекающими изъ равенства (43) 
и неравенствъ (46) при к=^8. 

П. Предположимъ зат-Ьмь, что нЬкоторые изъ показателей 
ао,а^,..., а^, входящихъ въ разложеще, определяемое урав- 
нешями (19) и (20), мнимые. 

Представимъ эти показатели а подъ видомъ: 

а = а'-н га", 

гд'Ь а' и а" суть дЬйствительныя величины. Отсюда и изъ ра- 
венства (29') слЬдуетъ, что выражеше (г^-нг^)*, входящее въ 
равенство (29), можетъ быть представлено такъ: 



(г,-^иГ=()/ (х,-^-иУ-^к\^ 



—а", агс 18 — ^ -I- 2| 



ГД'Ь 12 ес1ъ действительное количество. Отсюда и изъ равенствъ 
(27') и (29) следуетъ, что 

-^^ь1<] е ^^/(^^^)«^А^] 'Ли. 

о (50) 

Обозначимъ чрезъ у^ наименьшее значеше выражешя: 

а"^.агс*8-*- 



х,-^и 



при возрастанш и отъ О до со. Очевидно, 
У4= О, если а'\ к^^О^ и 

Та= а"^.агс «§ -^^ , если с^''^^ \й 0. 

Вместе съ темъ изъ неравенства (50) выводимъ следующее 
неравенство: 

\^,\<е-"'^-Ь^^^ (51) 
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^^^=^ е''Ч\/{х,-^и)'ч^Н\ У' Ли. 



Для опредЬлешя высшаго предЬла интеграла Х^^ можемъ вос- 
пользоваться соотв-Ьтствующимь изъ неравенствъ (30') и (33'), 
заменяя въ нихъ а чрезъ а\. Изъ разсмотр-Ьтя этого выс- 
шаго предала и неравенства (51) вьгоодимъ следующее заклю- 
чеше: если л\<^ О, то 

г*=^'*е— '^*, 1Х,!<1; (52) 

/#1- 

если аюе л\^ О, то 

^_ Х,«с,^Н,Г'Ч--^--'^ , Л.= 1 А. 1 , 1 ХИ <1. (53) 

* к 

Для опредЬлешя предЬловъ дополнительнаго члена р^ мы 
вправе при выполнеши второго главнаго условк воспользо- 
ваться равенствами (35), (36) и (37) и величиною (х, пред- 
ставляющею наибольппй модуль количества М при возраста- 
нш X отъ О до сСд. Изъ разсмотр-Ьтя этихъ выражешй убеж- 
даемся, что 



• 



е-^x^'^да;. 



Иначе 



р,= Х,/е— .•'•*.=^^1;^>, (М) 



О 

! X' К I X ! < 1. 



При помощи равенствъ (28), 28'), (52), (53) и (54) пм^ 
ходимъ къ следующей теореме, которая представляетъ собою 
обобщете теореш/ 1^^, . \ ^ » . . _ \ 

Т е о р е м'а 1У лПусть шя'Шбн^й шищ^-^ш пути 

ЛВС функцгя /* (г:) сохраняешь конечное зкаченге или оброг 

1Щтт'УШ>^€фюиетцязти щ^дт1ншюе[>Ьлотнос1Ше^^ 

.0;о) II (N38) .гаг)Ч'.ьтод*>1[ а:.: сГ:ш;дог.- ггп То дху^;»;) к-)г1гп.т/ мг.,ч 
шетрложищ. лто аля основного пути ЛВи им1Ш1т силу 

о&1.,утшхъ^слоЬгя^ указанньтЫ 5 оЧпп° й и $). и п0- 

т^мъ вт,орое главное условге распгюстряняетф1 на есть точт ): 

части и этою пути, пусть ^ уоовшпворяетъ услтю: 

I ^(^) \ ^ К, и пусть сверхь тюю разложенге^ опредтьляемое 

^Ьнствами (49) ^и (80) пф, услое{йхъ:(!21^1т1ьетъ силу для 

встьосъ тючекъ г разсматриваемой части Х^ основною пуши 

ЛВС, причемъ модуль функцги М, опредгьлйем^^фепотмми 

(31) и (35), пусть сохраняетъ значенге, не превосходящее ко- 

н^наю предгь^а (^ Пш^этщ» ^^^ 



^ная 



5и 



величина интеграла [;^ опрешляется тик^^^ 

-!:П1^С[са« иг[п \Г1 ;;;гго- /!::/. :• .'1.7;/):/ П111^лг..^Г^м«:м о1;л1,:пь-г;- 
* ^* (^ т 



(-) 



ОГ'^ л •!<->; 



О 



(*в) 



I ::-* 



ъ-- 



■^'■1^^Ы)Т--, х;Л=.с 






ее / а V 

Г -^'" :г)^ ^г..^.^.. .. (43'") 

(«■•4-) " ■ 



Л — г т — — ) ^ 



гдЬ 

«.у 






Дифференцируя, %а*[*№мъ: '^ ^^^' 

Отсюда видно, что при возрасташи у огй11|5^?^-*^^^^^Ц**^^Й')* 
возрастаетъ при а<;0 и убывает^» при а >0.^ Следовательно, 
1Ц11|)указанн@11?: щп^тш^ У будем^ лм&пй > ^^ ^^ — 

Ф (у) >. Ф-(У1):^ ,-если а<а,^.и. 1 ,х.. 
Со)г} .Оёлх 111.-)'» , •- . ~----^:_г.,с.>•~-.---~- -^ — 

Ф {у) < ф'Й), если а > 0. '"^ ''^'^ 

смотря по тому, будетъ ли а менЬе пли бол4е нуля. Ивдче: 

сГпЛ\ 1шг>11а1лгл пт(гг Д и:;1^!гГ1ТГ ^^\\\'^V^\пV, мм]т;,'м|'У и^:^'^ ^^ адл 

X ^ ' , если а ^ о, и 

тт^ — а ^ 

,^;,^ . I ',_». '4^1^[ ^{ == >Л ■^^ ••^'-^ 1 й « -.: 

Ь ^ -^ , если а ^ О . о 

тт^ — а 
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Прин^чан1е 1. Само собою разумеется, что для опредЬ- 
лешя высшихъ пред^ловъ модулей погрешностей 8^^ и А^ можно 
составить весьма разнообразныя формулы, отличныяотъ више- 
приведенныхъ. Укажемъ зд^сь еще слЬдуюиця формулы. Въ раг- 
венствЬ (27') прямая 7)со, параллельная оси д4йствительныхъ 
величинъ, можетъ быть заменена прямою, описываемою точкой 
у=.т^.и при возрасташи и отъ 1 до-ч-сс. При такомъ пре- 
образованш пути интегрироваюя равенство (27') приводится 
къ виду: 

5;^=— •/)«* + Ч в-'"^^««*егг^. (56,) 

1 

Отсюда ВИДНО, что 

ео 



(56,) 



гдЬ л\г[ х^ суть дЬйствительныя части количествъ а^^.и т]. Приме- 
няя къ интегралу, стоящему во второй части неравенства (56,), 
прхемы, подобные гЬмъ, посредствомъ которыхъ получены фор- 
мулы (45) и (45'), убеждаемся, что при а'^5.<[ О 

5,= ^т__!^ |Х,|<1, 

а при а'^^.^0 

г,= ^^^5 %—, |Х,|<1. 

Пользуясь эттга выражетями о^., получимъ следующее выра- 
жеше Л,: 



1-) 



.у^ьА2С-1, (56.) 

(+) 
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гд-Ь суммы 2(— ) и 2(^) им4ютъ такое же значеше, какъ въ 
формул* (56). 

Прим4чан1е 2. Весьма часто въ приложешяхъ разсма- 
триваемаго псчнслешя приходится приближенно опред']^лять 
интегралъ вида *(!), представляюпцй дгьйствительную величину. 
Если въ такомъ интеграл* интегрируемая функщя им4етъ также 
действительные и коэффпцхенты, то основной путь интеграцш 
можно избрать такъ, чтобы онъ быль симметричнимь относитель- 
но оси д*^ствительныхъ величинъ, при чемъ главныя точки, не 
лежапця на этой оси, разместятся также симметрично относи- 
тельно нея, представляя попарно мнимыя сопраженныя вели- 
чины. Звенья такого пути также будутъ попарно симметричны. 
Въ такомъ случа* для устранешя мнимыхъ величинъ, а также 
для повышен1я чувствительности результатовъ, нгдаежнтъ вы- 
числять вмтьстть интегралы, отнесенные въ симметричнымъ зве- 
ньямъ 'С^ и 2^^$\ Сумма интеграловъ КН]-«-К'$'] при такомъ 
порядкЬ вычисленк будетъ дЬйствительнымъ количествомъ, при 
чемъ можно отыскивать иизшт и высшт пределы погрешно- 
сти приближеннаго выражешя этой суммы. Укажемъ зд^сь 
кратко общш цланъ такого вычислешя. Обозначая вообще чрезъ 
^ и ^' комплексныя сопряжеиныя количества п прибегая къ 
равенствамъ (28), (28'), (56,), (35), (36) и (37), находимъ: 

(56,) 
где у^ есть погрешность, представляемая такъ: 

V' = Ге-^' ж"'. V {х) с1х, у;'= Ге "'"^ » " Ж (м) ^и, (56, ) 



показатели а„ а,,..., с^^^x^и»Щ(^тт^Утт'^^:^Ш(^^^^ Ш 

шщэдете^ ^Шттщ чт^ж^г .СЫ) и (04) липи^нщ шщ 

Тс> ^"^^^ ^^гщ^\'т\ о\лЮ1.) Го.^сшя)^ ^ 1.^'Л>з I (1}^ \ они» .оЮг>нс 
бии^и>I,^ с5т'л\Л\ л\\и^)У^п\е, иVи'.й^.'миVп\^о^'^,ои ^^мио^.^>\и^^^и^•п^мV» 5ИО 

1[/г р— »'»>г<Л^ Л ^ <2^1{Т р-^^'п" (±9Л 

с'-г, .{1"::":.ф^.а'4^:С!^Ь'г;ч^к^ (48") 

при чемъ суммы! Ч1>:;^ ^1 — ъ}фе^ ф№В}^ст^^1^лютс>я на 
ОД^ЛШЦЦД значешя й:0, 1, 2,..., 5 — Д, а въ отдфльносщ 

в^111&«^^>^^^ >^>^ШфОСТ]^ ^' ^"^ 

ныхъ значешй А. у .. 



значешя функщи В^ при возрасташп у отъ-^'^^т^ 11]^')эт4»й>') 

Ш'Щк^^'^Щ'^^к1^1б^^^ ^1^ />1/0(109Т 0>.^Г 11(1Г1 

тф ц^ есть ^1^ равевЙМЬЖ^^^1(Ш7 "Р^^ 

А=^.'Сл1вдоват*ельн^^ 'количестве г^\ш^ЩЩ^%д!в^^ 
пред^лахъ, опред'Ьляемыхъ равенстаамит43^),"(4^)^и Ы^Ш^ 
ствами (46') л^'^Ш^8:'Шёг^'^''^^ ^рвеЙ»^Р^9 и 
неравенства (48) и (49) ^й^^ед^ЛяшиЕювысшШ п низш1Й пред-Ь- 

Теорем а:Жт Цтт^^^^т^ь ттщ^шт^ ^^^»?^«ШгШШ( 

АВС^ для$^отораго^шполняется пе]рвое главное условге, указан- 
ное ^въ ^-^-(Ъ®4;, и ^^ ^&0гшъ, ул/ут.ь ят/пп \путм. Предполо- 
жимъ, что | ф (^) | ^ ^^, \чко^~Ш '^г^ щ^сь^^Ь'Мё^и 11 
пуши АВС перемгьнное у, опредгьляемое уравненгемъ (17), имть- 

еШ'^'вт^ышшт^'Яол(М>шшш^ 

съ тгьмъ для всгьхъ указанныхъ значеНШ 4г«^Шй*^« Ш^ ^^х^зйЬЧ 
женге^ опредгьляемое равенбтва^т (;19) и (2р)^ еъ^которыхъ, 
"'"^'^озо^ув^ б|^^. «|,.. р, \дс^^ть дгьйствительныя '\вШ1^чг^Шу 

уоовлетдряюгщя нёравет^твамь: (^" ' ^^ 

(Ос) ^ о 

Если еъ томъ же разложе^ш коеффицгенты Д,, Л, , . . . , А^^^ 
и функцгя В^ также д1^^1^^Щ^ШШныя^ количества и пришомб 
функцгя В^ для всгьхъ точекъ ^ разсмашриваемой части ^^$ ос- 
новного пуши АВС тй^ШгШш^'^т^ ^оМйь/^^ЦШтШу^Ш 
Н^з >(^1> ^^ прг^ио(ртн^^^^г^^1^1^ ^{рш^^^ [Щ опредть- 
ляется по формулгь (28) въ котюрой ^^ есть погргьгиность, за- 
ключенная въ 1!дрф^€^ !Ш9^-^*^^:Я№^д^-Ш^ неравенств: 

■ (Л, ^Г — е-'^Г Ж < Д,<Г V., ^, — е-'''^ Ж . , (49') 
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при чемъ количества т), Ж, и М^ опредгьляются равенствами 
(25), (48') и (48"). 

При а^<;0 теорема Ш также иагЬетъ силу, но неравенства 
(49") заменяются другими, вытекающими изъ равенства (43) 
и неравенствъ (46) при к=8. 

П. Предположимъ зат4мъ, что нЬкоторые изъ показателей 
«о^а^,..., а^, входящихъ въ разложеще, определяемое урав- 
нешями (19) и (20), мнимые. 

Представимъ эти показатели а подъ впдомъ: 

а = а -♦- га , 

гд'Ь а' и а" суть дЬйствительныя величины. Отсюда и изъ ра- 
венства (29') сл-Ьдуетъ, что выражеше С/;-»-^)*, входящее въ 
равенство (29), можетъ быть представлено такъ: 



{г1^иГ^(^\/ {х,-^иГ-^к\У 



— »". агс 18 — ^ -н Йг 



ГД'Ь о ес1ъ действительное количество. Отсюда и изъ равенствъ 
(27') и (29) сл4дуегь, что 

1<1 е /^(^^^)«^й^] 'Ли. 

о (50) 

Обозначимъ чрезъ у^^ наименьшее значеше выражешя: 

а ^.агс18; 



— ^А:1 



х,-^и 



при возрастанш и отъ О до со. Очевидно, 
у^= О, если л'\ \^0у и 

Т*= «"а -агс е» гг . если а'\ \й 0. 

Вместе съ гЬмъ изъ неравенства (50) выводимъ следующее 
неравенство: 

|г, Кв—'.-^^Х,, (51) 
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Х,=]' е-;'^-( ^(х,^и)^^П\ У' Ли. 



Для опред'Ьлешя высшаго предЬла интеграла Х;^ можемъ вос- 
пользоваться соотв-Ьтствующимъ изъ неравенствъ (30') и (33'), 
заменяя въ нихъ а чрезъ (х.\. Изъ разсмотр-Ьтя этого выс- 
шаго пред'Ьла и неравенства (51) выводимъ сл'Ьдующее заклю- 
чеше: если (х.\<С О, шо 

если же (х!^ О, то 

^_ \{х,^\Т'*е-^^-^ь , А.= I ^. I , I ХП <1. (53) 



т — 



а 



к 



я?о-*-А, 



Для опред'Ьлешя предЬловъ дополнительнаго члена р^ мы 
вправ* при выполнеши второго главнаго условхя воспользо- 
ваться равенствами (35), (36) и (37) и величиною [х, пред- 
ставляющею наибольппй модуль количества М при возраста- 
нш X отъ О до а?о. Изъ разсмотрЬшя этихъ выражешй убеж- 
даемся, что 



\?А<?-\ 



о 



О 



Иначе 



р.= X ^1 е--» а;-'' ^==Ш^^ , (54) 



О 

! X' К I X К 1. 



При помощи равенствъ (28), 28'), (52), (53) и (54) пци^ 
ходимъ къ следующей теорем*, которая представляетъ собою 
обобщеше теоремй/' Ьг-т — ^ / \иг.'--. ) 

Т е о р е жя^\У.\11усш Шя'чШн^й тбч^гХ-'Усновного пути 
ЛВС функцгя ( (&) сохраняешь конечное зйаченге или обра- 

шерпрложимъ. лто для осцрвнщо пуши ЛВС имгьюш тлу 
оба.АМвМьт и<!^ош. утзанньтш § о^шп"^ й и 6), и при- 
тот второе главное условге распрострянятся, нц есть точт ^ 
части (^^ этою пуши. Пусть 5 уоовшпворяетъ услдвт: 
I 4'(Н) \ й К, и пусть сверооъ тою разложенге^ опредгьляемое 
^р(шнст/вами (49}>и 00} пф^ условЫ01^у^1^уш^^ силу для 
всгьхъ точекъ ^ разсматриваемой части Х^ основного пути 
ЛВС^ причемъ модуль функцги М, опредтьлпвмфк^фенхжтши 
(31) и (35), пусть сохраняешь значенге, не превосходящее ко- 
тццаго првдгьт :^ При^дтщъ тре ^п оложе^шк > ^Уг^п^г^ в^^моя 
величина интеграла ^ [;^ опредгьляется та^_ 

-ОйгГГ.йПООЯ ШЯОГ.ОТ (Г1;;1-,?]^в© ^/Ьл[01С{ ]П11^11Г.0]ЛЫа ХЩЛ лПИ\^\ 
-1;Т0Я([С0Я 11([П к ;;;]ТУ-/>:1--.:1 Л//].^:/ п11ПиГ.оГ^!П:!Г 0];-Л1,.г-ц^': 



^:.и:1 



о 

Р = ?^^^«А), 1 X 1 < 1, I X, I <: 1, й.= и„ !^, 
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1^^ь1авт1'молте0тва-^щ щ « ^^^^^ опре1^гькяюшяг. ^рйветщвШи 

е^тдуюь^ гтатнгя Ми.ОцгЦ^ л.г^н81-^1(^} :егг[ мпдиь^тсттгот 

^1Ш1[<т/}11ф1л4'Т)('Ьйбтвигеавцой^1::то< '^г^()!!и в(г^^л ваш«виы([г;г(/^ 
обращаются въ нули, чтб упрощаетъ формулу (56). уп^п л 

Такъ какъ упрощеше это ^?сегда осуществимо указанными въ 
§ ^^у|,еформащямц^'; ^^а^^онза^'Н^ оАращчцвае^ -^задачи по суще- 
ству и приводить къ следующей, теорем*. 

Теорема V. Пусть для главной точки Г основного Г1ути 

^'С^онечность щрфт-ниоюе. I ^отно^гтельно -^зг* Др^^^- 

лоокммъ^ что для основного ^ути ЛВС имгьешъ силу первое 
гл/Овно^ условге, указанное въ § 5; (я**4^д и притомъ для .всл^ъ 
тоткъ ^'чадти "С^ этот птпи 'перешъчное у' шедставляеш 
дгкй^щитмьную п^ шшчину. ЛуЫпь \ '^ (%^ | й 

К^ и пусть Ъе^уПто ршложете^ Ъпред1ълтмоехх1в^швш^и 
(19) г^ (20), имгьешъ силу для встьхъ точекъ г разсматриваетй 
части *С^ основного пути ЛВС, 1грй "чещ <модуль функцги В^ 
опредгьляемой равенсттмй (19) и (2Л), пусть сохраняешь зна- 
ченге, не превосходяги^ конечнаго предп>ла [х. 11рШ)дШш:ъчпредт 
положенгяхъ прцближенная вёлитсйа инщвграла [Щ опредгь- 
ляется по формулгь {^8), 'въ которой Л^ есть погрешность, 
} представляемая такъ: . . 



при чемъ суммы 2(_) и ^^^ш^моий ^о ^»сс значенге, какъ 
еъ Ыеорем^ь IV. 
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Прин^чан1е 1. Само собою разумеется, что для опредЬ- 
лешя высшихъ пред^ловъ модулей погрешностей (?^^ и Д^ можно 
составить весьма разнообразныя формулы, отличный отъвыше- 
приведенныхъ. Укажемъ зд^сь еще сл^дуюиця формулы. Въ рэ^ 
венстве (27") прямая 7]со, параллельная оси действительш1хъ 
величинъ, можетъ быть заменена прямою, описываемою точкой 
у =.'/]. и при возрастанш и отъ 1 дон- со. При такомъ пре- 
образоваши пути интегрирован1я равенство (27') приводится 
къ виду: 

5;^=— 7]«* + Ч е-'^'''' и^'Ыи. (56,) 

1 

Отсюда видно, что 

ее 



(56,) 



гдЬ (х.\и х^ суть действительный части количествъ а^и т]. Приме- 
няя къ интегралу, стоящему во второй части неравенства (56,), 
прхемы, подобные темь, посредствомъ которыхъ получены фор- 
мулы (45) и (45'), убеждаемся, что при (х.\<^ О 

а при л\^0 



тх^ 



-ГРГ) 



Пользуясь этими выражешями 5^^., получимъ следующее выра- 
жеше Д •. 



9 



..=р.^ е- (5:^-^4^ 



1-) 



\^к'^ 



1+(Х, 



-г-\. (56,) 

( + ) 
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гд-Ь суммы 2(— ) и 2(^) им4ютъ такое же значеше, какъ въ 
формул* (56). 

Прим'Ьчанхе 2. Весьма часто въ приложешяхъ разсма- 
триваемаго псчислешя приходится приближенно опред'^^лять 
интегралъ вида 1(1), представляюпцй дгьйствительиую величину. 
Если въ такомъ интеграл* интегрируемая фун1Щ1я имЬетъ также 
д-Ьйствительные и коэффицхенты, то основной путь интеграцш 
можно избрать такъ, чтобы онъ былъ симметричнимь относитель- 
нр оси дЬйствительныхъ величинъ, при чемъ главныя точки, не 
лежапця на этой оси, разместятся также симметрично относи- 
тельно нея, представляя попарно мнимыя сопраженныя вели- 
чины. Звенья такого пути также будутъ попарно симметричны. 
Въ такомъ случа* для устраненхя мнимыхъ величинъ, а также 
для повышенк чувствительности результатовъ, нгдаежить вы- 
числять вмтьстть интегралы, отнесенные въ симметричнымъ зве- 
ньямъ <!Х и ^^^. Сумма интеграловъ РН]-*- [!^^$'] при такомъ 
порядк* вычисленк будетъ д-Ьйствительнымь количествомъ, при 
чемъ можно отыскивать низшш и высшШ пределы погр-Ьшно- 
сти приближеннаго выражешя этой суммы. Укажемъ зд-Ьсь 
кратко обпцй цланъ такого вычислешя. Обозначая вообще чрезъ 
^ и л^' комплексный сопряжеиныя количества и прибегая къ 
равенствамъ (28), (28'), (56,), (35), (36) и (37), находимъ: 

(56,) 
гдЬ у^ есть погрешность, представляемая такъ: 

у.=^\-ьу;', (56.) 
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Т{х) = ^^ е-'»*' х"'" » Ж-н ^1^§^ е'""' х'""' М', (56.) 



Ж(м)= - 2] [^ А >)"* ^ ' е-'-"""' и-* 



(56,) 



Такъ какъ функщи "Г (ж) и ТГ (г^) дгьйствительныЯу. то изве- 
стными прхемами можемъ найти высш1й и нисш1й пределы пн- 
теграловъ ^\ и \^\ опред'Ьляемыхъ равенствами (667). ПослЬ 
этого легко будетъ получить высппй и низппй пределы по- 
грешности у^? опредЬ.'шёмой равенствомъ (5 бе). 

Прим-Ьчанхе 3. Вообще, если желаемъ получить бол^Ье 
чувствительныя формулы для оценки погрешности Д^, опреде- 
ляемой равенствами (28'), (36) и (27') или (56^), можемъ по- 
ступать по следу юш,ему плану. При посредстве указанныхъ 
равенствъ можемъ представить эту погрешность, какъ сумму 
двухъ интеграловъ, изъ коихъ одинъ относится къ действи- 
тельному переменному х^ а другой къ действительному пере- 
менному и. Затемъ къ названнымъ интеграламъ могутъ быть 
применены пр1емы, основанные на соответствующей изъ фор- 
мулъ (2) и (4), которыя и приведутъ къ определешю искот 
мыхъ пределовъ этихъ интеграловъ п погрешности Д^. 

п^\^. Второе главное условхе, указанное въ § 3 (см. п'^ 6), 
не всегда можетъ быть распространено на все точки каждаго 
звена основного пути ЛВС. Въ такомъ случае, какъ мы уже 
упоминали ъъп^ 8, для устранешя вознпкающихъ затруднен1й 
существуютъ два прхема: 1) пр1емъ, основанный на подходя- 
щемъ выборе основного пути ЛВС (который долженъ быть 
хорошо направленъ въ смысле, указанномъ въ п''4) и на отде- 
ленш его второстепенныхъ частей, и 2) прхемъ, не требуюпцй 
отделешя второстепенныхъ частей и основанный на преобразо- 
ван1и формулы, служащей для определенхя пределовъ члена р^, 
входящаго въ составъ погрешности Д^. Разсмотрпмъ эти два 
пр1ема отдельно. 
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I. Возможна такая деформащя основного пути ЛВС, кото- 
рая вл1ябтъ на выполнеше втораго главнаго услов1я {п^ 6) по 
крайней м-Ьр-Ь для гмвныхъ частей этого пути, д-Ьлая его хо- 
рошо направленнывгь (см. п° 4). Полнее такая деформац1я будетъ 
юписана въ § 8. Теперь мы сд'Ёлаемъ (пока безъ доказа- 
тельства) допущеше, что этою деформащей мы достигли того, 
что основной путь ЛВС аюрошо иаправмт, и, сл-Ьдовательно, 
<5уществуетъ часть ^^ полнаю звена ^$' перваго рода, не мень- 
шая главной части и достаточная для прим^нетя къ ней 
нредшествугощихъ теоремъ и формулъ. ЗагЬмъ, опираясь на 
4ЭТ0 допущеше и на свойства количествъ К^ и ^5Г^, докажемъ, 
что другая же часть Е^' полнаго звена ^Е', которую мы назо- 
вемъ второстепенною^ будетъ играть второстепенную роль, 
•влгяя только на погртьшноапь. 

Изъ сдЬланнаго допущевая выте1саетъ, что ^^ есть такая 
часть основного пути ЛВС, которая обладаетъ вс4ми свой- 
ствами звена перваго рода и, сверхъ того, на всемъ протяженш 
<5воемъ удовлетворяетъ второму главному условш (п^ 6). Следо- 
вательно точка Н на протяженш звена ^$' избрана такъ, что 
для нея, выполняется услов1е: 

К(^)1^^.- (57) 

Пусть точка ;8г движется по кривой ^^', начиная отъ главной 
точки С Модуль В функц1и ф {^)} изменяясь непрерывно оТъ 
^ЙГ, до модуля ф (5')? удовлетворяющаго условш: | ф {I') \ ^ К,, 
непременно долженъ проходить черезъ значеше К^. Пусть $" 
^сть то положен1е движущейся точкп ^, при которомъ модуль В 
получаетъ значеше К^^ такъ что 

I Ф (П I = к,. (58) 

Если условш: | ф (^) | = К^ удовлетворяетъ несколько то- 
чекъ ^ кривой 1'^\ то подъ $" будемъ разуметь ту изъ нпхъ, кото- 
рая встречается первою прп указанномъ движенш ^ по пути 
^'^\ Очевидно, 'С^" есть одна изъ главныхъ частей основного 
пути ЛВС (см. п^4). Части ^Е" и $"Е' звена 1^' будутъ 
обладать следующилш свойствами: 1) прп пзмененш ^ по 

4* 
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кривой Х^' модуль в функщи ф(^) постоянно убываешь отъ К^ до 
К^; 2) для всЬхъ точекъ кривой Е"Н' и]кгЬетъ м-Ьсто нера- 
венство: 

\^{^)\^К,. (59) 

Эти свойства кривыхъ ^^" и $"$' вытекаютъ изъ понятШ О' 
таютшп'ахъ и тш1тит*ахъ модуля Е функцш ф (^) и ихъ 
послЬдовательномъ чередоваши при прохождеши подвижною 
точкою ^ пути ^^'. Очевидно, К^ есть тахтит тахипогшп 
модуля В для кривой !^$", а К^ есть тахтшп тахшогит 
модуля Е для кривой $"$'. 

Очевидно дал4е, что точка ^ должна лежать на кривой ^"Г 
и что неравенство (59) должно имгьть мгьстю для всгьосъ тсткь 
& второстепенной части \\' звена Х,\\ такъ какъ \^ есть часть 
кривой \"\\ ]1,ля которой К^ есть тахшит тахшогит мо- 
дуля Е функцш ф (^). 

Это свойство второстепенной части ^^ им4етъ важное зна- 
ченхе: оно даетъ возможность доказать, что отняпе интеграла 
[1^'] отъ интеграла [^$'] вл1яетъ лишь на погрешность при- 
ближеннаго выражетя интеграла и приводить приближенное 
вычислеше интеграла [^'^'] кь таковому же вычислешю инте- 
грала [^у, Вь самомь д-Ьл* им^емь: 

т=[Щч-т. (60) 

При этомъ интегралъ [5^'], представляемый такъ: 

(СО 
приводится кь виду: 

СТ=Г(0-^\. (60') 

гд% 

(СГ) 
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Дал1е воспользуемся извЪстшшъ неравевствохь: 

I ^Ф(я)с^^^|^^а, (60-) 

тхЬ I есть лжнна пути Ь интегрировашя п р1 есть количество, 
не меньшее шшбольшаго значешя модуля функцш Ф{^:) для 
точеЕь я кривой Ь. 

ТЬйя въ виду неравенство (59), сохраняющее силу для то- 
чекь л кривой Е?, уб^Ьхдаемся, что для этой кривой 



' =1- (") 

Если при этшгь обозначимъ чрезъ 1^ длину кривой ^^' и 
чрезъ (д^ наибольппй модуль функцш Д^ег) для той хе кривой, 
то неравенство (60^''), примененное къ интегралу, стоящему 
во второй части равенства (60''), приведегь къ сл1»дующему 
неравенству: 

Иначе 

д" = Х/.{1.е-"^, IX К 1. (61.) 

Отсюда и язь равенства 

' -и у ' 

а также изъ'перваго главнаго услов1я (см. п^А) сд^дуетъ, 

1 
что с есть всалое количество порядка (!=-•- со относительно — 

т 

и должно быть отнесено къ погрешности. 

Другое примечательное внражеше интеграла [^^'], отнесен- 

лаго къ второстепенной части Н? звена Х^\ получается пзъ 
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сл^дующихъ соображешй. Пусть у и г связани уравнея1емъ 
(17) и пусть •/)•»)' есть кривал, описываемая точкой у въ то 
время, когда точка г проходить кривую 5^'. Очевидно, равен- 
ство (60") приводится къ виду: 



= ^е-"ч^Пу)ау, (61,) 



(чч') 
ГД* 

и{у) = Г{^)щ- — щ^. (61,) 

Применяя нераБвнство вида (60'") къ интегралу, стоящвв1уво 
второй части равенства (61а), уб-Ьждаемся, что 

(? = Х(х;Г. е--^ 1Х|<1, (61,) 

гд-Ь 1\ есть длина кривой г^у)', \к\ есть наибольшее значеше 
модуля вышеуказанной функцш П {у) для точекъ у кривой т;/]' 
и д есть количество определяемое равенствомъ (61). 

Формулы (61^ и (61^ д-Ьлаются негодными, если функщя 
/'(^) для точекъ г кривой Е^' обращается въ безконечностъ, а- 
формула (61^ дЬлается негодною и въ томъ случа-Ь, когда на 
кривой ^$' лежатъ изображенхя корней уравнешя: ф' {г) = 0. 
Но дополнительною консервативною деформащей второстепен- 
ныхъ частей основного пути можно обойти упомянутый не- 
удобный точки, при чемъ иногда ради этого приходится повы- 
сить величину К^ подъ условхемъ однако, чтобы не наруши- 
лось первое главное условхе, указанное въ § 3 (гг^ 4). 

Равенства (60) и (60') и соотв-Ьтствуюш.ая изъ формулъ (39) 
и (55), опред'Ьляющихъ приблизительную величину интеграла 
[^1]у приводятъ къ сл-Ьдующей формул*: 
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гд* погрешность Д', выражается такт.: 

Д/= Д.н- г, (62') 

при чемъ высппй пред'Ьлъ модуля величины 5 определяется при, 
помощи равенства (61,) или (61 4 ), а высшШ пред'Ьлъ модуля Д^ 
определяется ло соответствующей изъ формулъ (40), (47"), (49') 
и (56) или (56^. 

Порядокъ малой величины Д' относительно — не ниже д^й- 

ствительноф части числа 1 -♦- а^. 

Главная ц^ль отд^летя второстепенныхъ частей звеньевъ та, 
чтобы не только отбросить части основного пути ЛВС, не 
ВЛ1ЯЮПЦЯ на приближённую величину интеграла [^В С] и ока- 
зывающ1я вл1яшё лишь на ея погрешность, но сверхъ того 
изъ остальныхъ частей пути -4В С построить «/коро^нмыя звенья 
перваго рода, удовлетворяющхя на всемъ протяжети своемъ 
какъ второму главному у<5лов1Ю (^^6), такъ и всгьмь осталь- 
иымъ условгямъ общей теоремы 1У. Эта цель достигается вообще 
предварительной деформацхей основного пути ЛВС. Въ § 8 
окончательно будетъ выяснено, что пуй» ЛВС всегда можетъ 
быть построенъ такъ, чтобы возможно было въ указанномъ 
смысле отделете его второстепенныхъ частей. 

После того,- какъ достигнуто отделете второстепенныхъ 
частей для всехъ звеньевъ основного пути ЛВС, вычислеше 
интеграла [5] вида (7), отнесеннаго ко всей совокупности ^5 
второстепенныхъ частей, можно вести отдельно отъ вычислешя 
интеграловъ для остальныхъ частей основного пути ЛВС. Для 
вычислешя этихъ последнихъ интеграловъ служатъ теоремы и 
формулы, указашшя въ н^ 9, а къ интегралу [в], отнесенному 
ко всемъ второстепеннымъ частямъ /5, можемъ применить сле- 
дуюпцй пр1емъ. Имеемъ: 



[8]=К^^'^^{^)с^^^ 



(8) 
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Отсюда и изъ того соображешя, что для точекъ г второсте- 
лешшхъ частей основного путн ЛВС пмЬетъ силу неравенство: 



|Ф"'(^)и/^Л'" 
\кгГ\к,} ' 



получаемъ [при посредстве неравенства (60'")] сл-Ьдующую 
формулу: 

Щ = \1.^,КГе-^^, |Х|<1, (63) 

гд4 д есть величина, определяемая равенствомъ (61), I есть 
длина всЬхъ второстепенныхъ частей основнаго пути ЛВС 
и [Л, есть наибольшее значеше модуля функцш /*(^) для то- 
чекъ ^ второстепенныхъ частей пути ЛВС. Очевидно, инте- 
грхлъ \5\ повлгяетъ лишь на погргьшность приближенной вели- 
чины интеграла [ЛВС]. 

Ером-Ь формулы (63), можемъ получить выражеше интеграла 
[5] сложешемъ модулей выражешй вида (61^), соотв-Ьтствую- 
щихъ каждому звену втораго рода, п умножешемъ полученной 
суммы на выражеше Х.ДГ,^, въ которомъ | X | <[ 1. 

П. Разнообразныя условхя, при которыхъ приходится приме- 
нять разсматриваемое исчислеше приближенныхъ выражешй 
интеграловъ вида (1), иногда требуютъ избегнуть вышеизло- 
женнаго прхема, основаннаго на отделенш отъ звеньевъ основ- 
ного пути ЛВС второстепенныхъ частей, Въ виду этого мы 
видоизменимъ этотъ прхемъ, прибегая къ следующимъ сообра- 
жешямъ и формуламъ. 

Пусть подъ ^1 разумеется то или другое полное звено пер- 
ваго рода, принадлежащее основному пути ЛВС. Предполо- 
жимъ, что второе главное условхе, указанное въ § 3 (п°6), 
выполняется не для всехъ точекъ -г? звена ^5, а лишь вначале 
его, т. е. для части <^ хотя и конечной, но не обнимающей непре- 
менно даже главной части ^^". Следовательно, мы доцускаемъ, 
что даже на главной части 2^^" возможны точки ^, для кото- 
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рыхъ производная -ч- обращается въ безконечность, д4лая эту 

часть нехорошо направленной. 

Пусть I есть длина части Оу кривой От], къ которой отне- 
€внъ интегралъ (24). Пре^щолояшмъ, что отношеие I : х для 
вс']&хъ точекъ ука^аннаго звена не выходить изъ конечныхъ 
пред'Ьловъ. Предположимъ еще, что длина 1^ кривой От;, къ 
которой отнесенъ интегралъ (24), конечная. Вм^сгЬ съ гЬмъ 
допустимъ, что, крови указанныхъ ограничешй относительно 
перваго главнаго условхя, всЬ остальныя условк той или дру- 
гой изъ вышеприведенныхъ теоремъ I и IV выполняются. 
При такихъ обстоятельствахъ останется въ сил-Ь все, сказан- 
ное въ соотв'Ьтствую.щихъ закдючен1яхъ теоремъ I и IV, и 
мзмгьнутся лишь то, чтд касается опредтьленгя предтьловъ ее- 
личины р,. 

Формулы (38) и (54) для опред'Ьлеюа этихъ пред4ловъ, во- 

шедш1я въ соотв'Ьтствуюпця теоревш, придется видоизменить въ 

виду" того, что на нихъ неблагопрхятно повл^яютъ безконечныя 

с1Н 
5начен1я производной ^ , входящей въ равенство (37)' (эти 

значешя обратятъ въ безконечность наибольшее значеше [х 
модуля Ж). Сверхъ того основная въ этихъ выводахъ формула 
(36) можетъ при разсматриваемыхъ обстоятельствахъ оказаться 
не пвгЬющею силы, такъ какъ формула эта выведена въ пред- 
положенш, что перем-Ьниое х при движети точки у по кривой 
Оу) отъ точки О д6 точки 7] постоянно возрастаетъ. Но это пред- 
положеше теперь можетъ не выполняться, т. е. х можетъ при 
указанномъ движети точки!/ колебаться, то возрастая, то убывая. 

Мы выведемъ зд'Ъсь формулы, зам&няюпця при настоящихъ 
условхяхъ прежшя выражешя р^. 

Преобразуемъ равенство (24), принявъ въ немъ за незави- 
симое перем-Ьниое дл1шу I части Оу кривой От;. Получимъ: 



I- 



"'Уу^>В,^Л1, (64) 
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гд4 ^^ есть длина кривой О'/;. Отсюда и изъ равенствъ: 

1с1у\ 
а1 \ 
сл4дуетъ, что 

о 

гд4 (х,\ есть дМствительная часть количества а^. Пусть [л' есть 
количество, не меньшее наибольшаго значешя модуля выра- 
жетя 

ЛГ=(1 -*-!*)"' 5, (64') 



при возрасташи I отъ О до ?,. Очевидно, будемъ им-Ьты 

Ь 
е^'^^ж*'*йг. ; (64") 

б 

Зам-Ьтимъ, что изъ равенствъ (10') сл-Ьдуеть: 



\?Л<\^'^ 



1 Кг 

гд-Ь 72 -= I ф (^) I , и обратимъ затЬмъ внимаше на ходъ изм4~ 
нешй количества х при возрастанш I отъ О до 1^. Сначала 
количество х должно возрастать вм4сгЬ съ I, ибо модуль II 
функцш ф {^) при движеши точки ;2? по кривой Х,\ отъ точки 
X, сначала убываешь. Такое возрасташе количества х будегь 
продолжаться постоянно до н-Ькотораго тахипшп ж^, который 
выражается такъ: 



7 ^. 



'о 



гд4 В^ есть пшшпшп модуля В при вышеуказанномъ движеши 
точки ^. Для этого пишшит должно им-Ьть силу неравенство: 
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вытекающее изъ опред'^лешя количества Щ. Вм^стК съ т^мъ^ 
очевидно, будемъ им-Ьты 

е'"-»:=^<^, (64'") 

Пусть \ есть то значенхе ?, при которомъ постоянно воз- 
растающее отъ нуля количество х достигаетъ вышеуказаннаго 
значен1я х^. 

Если ?о <С^I|, то при дальнфйшемъ возрастати I отъ 1^ до 
1^ количество х можетъ колебаться, то убывая, то возрастая. 
Но при.вс4хъ этихъ измЬненхяхъ количество е""* не можетъ 
превзойти предала К^: К^^ чтб вытекаетъ изъ свойствъ звена 
^^ и изъ опред'Ьлешя количества К^. Итакъ, при?,,<?^?, 
будемъ имЬть: 

е"^^$. (65) 

Им']&я въ виду эти зам-Ьчатя, положимъ: 

1о 



Ч 



г-'^'^х^'Ш, (65,) 

О 

к 
^^ = {' е-'"'' х''' сИ , (65.) 

г* 

Интегращей по частямъ убеждаемся, что 

^о=ке-'^^>x/^-^-^',, (65,) 

гдЬ 

^\ = ( е-"*-^ а;*'» ^ («гж-а',) их, (65',) 
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Заменяя зд4сБ переменное х при помощи формулы: тл;==|^, 
находимъ: 

о 
Полагая 

вм^емъ: 



тХ{, 






При этомъ зам4чаемъ, что функцк Ф {и) ирхобр-Ьтаеть 
наибольшее значете при 

1 



Следовательно, Ф(г^) <Ф (а'^н ) и 






ф1^ 



Зам-Ьтимь далЬе, что количество — сохраняетъ конечное 

X 

значеше при малыхъ значешяхъ х^ такъ какъ количества: 



при а;=0 совпадаютъ, при чемъ второе изъ нихъ, по усло- 
В1Ю, сохраняетъ конечное значеше для точекъ г звена !^$, 
блйзкихъ къ С Следовательно, отношеше 1\х должно оста- 
ваться конечнымъ при возрасташи х отъ О до сРд. Обозначимъ 
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чрезъ (Л(^ наV^боАьшее значен1е количества I : х при указанномъ 
извгЬнеюи X. Очевидно, будемъ им4ть: 

/ 1 \ тжо 

^0 < \г^^ ^"^'"'^ " ^''' ^^- (65/") 

о 
А &гиоп 

^' <: Ь -1 

• ^ I (1_е)т } '+«'• 



Иначе: 



ГД* 

^ ,оф(а^-^ 4) ^ ,„ ,-^-'-' (65',) 

'^» (1— е)'+*'» е(1-е)'+«'' 

Если внесемъ сюда значете е, при которомъ выражеше 
е(1 — е) *"•"*'» обращается въ шахзшиш, то получимъг 

^\ = 1лЛ2 -н а',) { ^-|,1 . е з-н»/. } . (65",) 

Дал-Ье разсмотримъ интегралъ /, , опред'Ьляемый равен- 
ствомъ (65з). Этотъ интегралъ представляется такъ: 

г' 

^, ^е-*"" Ж"йг, (65,) 

гдЬ д есть количество, определяемое равейЬтвомъ (61), и 

_И-" = е'^<''-*>а;"'' . (65,) 
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При возрастанш / отъ 1^ до ^^ им-Ьеть силу неравенство,- 
(65), изъ котораго сл-Ьдуехъ, что д — х<^0. При такихъ 
услов1яхъ функЕця Ж" при изм-Ьнеши I отъ /у до ?^ не будетъ 
выходить изъ конечныхъ пред'Ьловъ. При этомъ помопцю не- 
равенства (65) легко доказать, что функцк Ж" не превзой- 
детъ пред'ЗЬла: д^'' , если^>а',. Вм-ЬстЬ съ т-Ьмъ равенство 
(655) представится такъ: 

^, = е, е-^о /• (г. -и , , о < е. < 1 . (65,) 

ЗамЬтивъ, что сумма интеграловъ ^^ и ^^ представляетъ 
интегралъ^ входящШ во вторую часть неравенства (64"), при- 
водимъ это неравенство при досредств* формулъ (65з), (65^) 
и (65,) къ виду: 

-^е— ^/Ч^-и),|5^1<1. (66) 

Помопцю неравенства (64'") можемъ уб-Ьдиться, что при 
Щ>^\ им-Ьегь силу неравенство: 

Поэтому формулу (66) можно заменить бол-Ье простою: 

р.=:^[^'{ ''^°^!1:Г"''^ -^^.^-"''/'},1м<ь (67). 

Эта формула для опред-Ьлешя пред'Ьловъ количества р^ мо- 
жетъ заменить прежнхя формулы, служащхя для той же ц'Ьли. 
Вм-ЬстЬ съ тЬмъ выражеше теоремъ I и IV можетъ быть 
видоизменено въ томъ смысл-Ь, чтобы въ нихъ второе главное 
услов1е, указанное 8ъ ^" 6, им4ло силу лишь вблизи главной- 
точки 2^, при чемъ для всЬхъ точекъ ^ кривой ^Н, отношеше 
/го? должно сохранять конечное значете,и должна быть ко- 
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нечною длина кривой От;. При такомъ видоизм'Ьненш теоремъ 
I и IV и при выполнеши ихъ прочихъ условхй, вш можемъ 
лрим'Ьнять эти теоремы къ звеньямъ основного пути ЛВС, 
обходясь безъ отдгьлеигя ихъ вшоросшепеннихъ частей, т. е. 
разум'кс ^^ полное звено перваго рода. Видоизм']&ненныя такивгь 
образомъ теоревш I и IV приводятъ къ важному въ теорети- 
ческомъ отношеши общевсу выводу, который формулируемъ въ 
формЬ теоремы. 

Теорема VI. Пусть 1, есть главная тючка основною 
пути ЛВС и Х^ есть полное звено перваго рода, принад- 
лежащее этюму пути. Дредполооюимъу 1) что для основное 
пути ЛВС выполняется первое главное условге указанное въ 
§ 3 (см. п^ 4) у 2) чтю путь Ог^, отесываемый тючтй у, изо- 
Сражающей величину: 

при двиоюенги тючки г по звену Х^^ имгьетъ конечную длину 

. , I 

и что при тгьхъ же измтьненгяхъ у и г отногиенге — не вы- 

а:одитъ изъ конечныхъ пред^ъловъ, при чемъ I есть длима части 
Оу кривой От^, 3) что функцгя ((::) для тючки ^ = ^ сохра- 
пяетъ конечное значенге или отыщется въ безконечность по- 
рядка ниоюе 1и4) что разложенгСу опредгьляемое равенствами 
(19) и (20) при условгяхъ (21)^ имгьетъ силу для всгьхъ тючекъ 
^ разсматргшаемаю звена 2^$, при чемъ модуль функцш В^ для 
т1ьхъ оюе значенгй ^ не выходить изъ коне^тыхъ предгьловъ. 
При этихъ предпюложенгяхъ приближенная величина инте- 
грала [^Е], предст<1в^1яемаго равенствомъ (16), опредгьляется по 
формулгь: 

еь которой погртьгиность Д^ еспгь малое количество порядка не 

' , 1 

ниже 1 -*- а' относительно — . 
^ т 
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При выражеши этой общей теоремы мы, по примеру другихъ 
авторовъ, ограничились лишь указашемъ порядка малой вели- 
чины Д^, выразивъ условк этой теоремы съ большею полно- 
тою и строгостью. Но если хотимъ, опираясь на изложенный 
пр1емъ, получить пред-Ьлы количествъ р, и Д^, то можемъ для 
этой ц-бли прибегнуть къ формуламъ (66) и (56) или (56^. 

Надлежитъ заметить, что указанный здЬсь прхемъ имЬеть, 
между прочимъ, теоретическШ интересъ, весьма важный въ виду 
того, что этотъ прхемъ неналагаетъ на форму пути Л-ВСдру- 
гихъ ограниченШ, кром-Ь необходимыхъ. Форму эту, следова- 
тельно, если и полезно ограничивать, то лишь съ ц'Ьл1ю или 
упростить результаты или повысить степень ихъ чувствитель- 
ности въ оценке погрешностей. 

Но оказывается, что при достижеши последней цели, т. е. 
при подчиненш формы пути ЛВС требовашю, чтобы формулы 
(66) и (56^ .были достаточно чувствительны для оценки пре- 
деловъ погрешности Д^^, приходимъ къ затруднен1ямъ въ осо- 
быхъ случаям перваго рода (см. п°5), въ которыхъ играетъ роль 
критическое значеше ЛГа, стремящееся къ -К,. Въ этихъ слу- 
чаяхъ особенно желательно повышеше чувствительности выше- 
приведенныхъ формулъ для определешя пределовъ погрешно- 
сти Д^. Съ этою целю возможно понизить К^. Критическое 
значеше К^ есть хотя и тшппит К^, однако^ обусловленный 
хорошимъ направленхемъ основного пути ЛВС и, следователь- 
но, допускаюпцй понижете, если искать безусловный ,;!шпт\хш 
^С^, который бываегь вообще ниже условного. Вместе сътемъ 
такое понижеше количества К^ могло бы служить для получе- 
Н1Я более чувствительныхъ пределовъ количествъ §1^ вида (27'),. 
вл1яющихъ на погрешность Д^. Казалось бы, поэтому, нужно 
предпочесть этотъ прхемъ, который даетъ возможность по- 
низить К^ даже до его безусловнаю тшшит, каковое зна- 
чен1е К^ часто совпадаетъ съ нулемъ и устраняетъ изъ вы- 
раженхя погрешности Д^ все члены, кроме р^. Но, однако, 
такое упрощенхе вычисленШ въ одномъ пункте ведетъ къ 
затруднетю въ другомъ. Пределы р, при этомъ иногда ока- 
зываются грубыми, что объясняется особенными свойствами 
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изм-ЬненШ функщн В^, определяемой уравнен1ями (19) и (20), 
и отношешя I : х. Изм-Ьненая функщи В^ вл1яютъ на количе- 
ство [л', входящее въ формулу (66), при чемъ, какъ будетъ 
выяснено ниже (въ пЧ2), въ особомъ случа-Ь перваго рода 
часть От)" кривой Оу], соответствующая главной части Х,\" звена 
^^, можетъ оказаться не хорогио направленною (см. п® 4) и при- 
томъ проходящею въбезконечной близости кь особой шочкгь функцги 
В^. Если для этой особой точки функц1я В^ обращается въ 
безконечность, то количество [л' будетъ весьма большимъ. Да- 
л^е, для нехорошо направленной главной части звена ^^ наи- 
большее значеше отношешя I : х, обозначенное выше чрезъ [л^^ 
и входящее въ формулы (65з''0 и (66) или (67), въ особомъ 
случа-Ь перваго рода также будетъ весьма большимъ. 

Вообще нужно сказать, что внимательное изучеше членовъ 
погрешности Д^, котораго до сихъ поръ не делалось надлежа- 
щимъ образомъ, приводитъ къ многимъ важнымъ результатамъ. 
Такое изучеше мы продолжимъ въ сл^дующихъ пп^. 

п'' 11. Въ отношеши порядка малости отдельные члены вто- 
рыхъ частей равенствъ (56) и (61'), сложешемъ которыхъ по- 
лучается погрешность Д/, определяемая равенствомъ (62'), 
распадаются на две категорш: 1) члены порядка (7 = -*- со 

1 ^ч 1 

относптельно — и 2) члены конечнаго порядка относительно — . 

Ко второй категорш принадлежитъ едшственный членъ р^, 
определяемый равенствомъ (24) и представленный различ- 
ными вышеуказанными формулами, служапщми для получен1я 
его пределовъ. Особаго внимашя заслуживаютъ формула (66) 
и формула, которая представлена въ теореме IV такъ: 

ш 

где |Х|<]1 и [Л есть наибольшШ модуль количества (37) при 
измененш X отъ О до а^^ ( иначе, при движенш ^ по кри- 
вой 'С^). Объ этомъ члене будемъ говорить ниже (въ п^ 12). 

5. 
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Къ первой же категорш принадлежать всЬ остальные выше- 
упомянутые члены погр-Ьшности А\. Эти члены им-Ьютъ общ1и 
множитель е""^^, равный (К^:К^)'^\ и въ совокупности пред- 
ставляютъ собою величину: 



(69) 



^^^ ''-х^^К 



У'1,1^,е 



-тд 



При выполнеши перваго главнаго условк, указаннаго въ § 3 
(^г^4), эта величина Д/' уничтожается при возрастанш т до со 
и убываетъ гЬмъ быстрее, ч-Ьмь мен^е отношеше К.^ : К^ пли 
ч-Ьмь бол-Ье количество 

9=\%§-' (70) 

-11-2 

Эту величину д назовемъ мгьрою быстроты убывашя предЬ- 
ловъ количества Д/', опред'Ьляемыхъ равенствомъ (69). Модуль 
количества Д/' есть нуль, если 5^= со, и высшш пред-Ьлъ 
этого модуля быстро убываетъ при возрастанш т, если д ве- 
лико. Напротивъ, тотъ же пред^лъ модуля Д^" при возрастанш 
т будетъ убывать медленно, если м-Ьра быстроты весьма близка 
къ нулю. Въ предЬл'Ь же, когда эта мЬра для критическаю 
значешя К^ обращается въ нуль, мы будемъ им-Ьть д-Ьло съ 
особымъ случаемъ перваго рода, указаннымъ въ § 3 (7г" 5) и 
требующимъ вообще отдйльнаго изсл^довашя, ходъ котораго 
будетъ изъясненъ ниже (въ § 6). 

Но изъ указаннаго еще не сл-Ьдуеть, что въ разсматривае- 
момъ процессЬ вычисленк представляется выгоднымъ увеличи- 
вать д до тахшит, т. е. доводить деформащей пути ЛВС 
количество К^ до безусловнаго тштит, каковое значеше К^ 
часто бываетъ нулемъ. Д-Ьло въ томъ, что уменьшеше ^5Г^ можетъ 
неблагопрхятно отражаться на член-Ь р^ первой категорш, вхо- 
дящемъ въ составъ погрешности Д'^. По этой причини въ раз- 
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сматриваемомъ исчисленш безусловный т1штит К, играетъ 
з!е1гЬе важную роль, ч-Ьмъ друпя значешя Х^, наприм'Ьръ, кри- 
тическое значеше (представляющее т1П1тит Х^, обусловлен- 
ный хорошимъ направлешемъ пути ЛВС, указаннымъ въ пЧ) 
и то значеше, которое въ § 8 названо нормальиымъ. 

Перейдемъ къ разсмотр-Ьтю члена р^ второй категорш. 

мМ2. Изсл-Ьдоваше того члена указанной выше погр-Ьшно- 

€ти Д/, порядокъ котораго относительно — представляется ко- 

нечнымъ числомъ не ниже а'^-ч- 1, т. е. члена р^^, опредЬляемаго 
равенствомъ (24) и представляемаго подъ видами (66) и (68), 
лриводитъ насъ какъ къ раскрытш важн'Ьйшихъ свойствъ кри- 
тическаго значешя К^ и особыхъ случае&ъ перваю рода, такъ 
кь особымъ случаямь второго рода. 

Свойства р^у, какъ видно изъ вышеприведенныхъ формулъ и 
■теоремъ, обусловливаются характеромъ изм-Ьнешй величины В^, 
определяемой равенствами (19) и (20), на протяжеши пути Х,\ 
интегрировашя и связаны съ характеромъ и положешемъ осо- 
быхъ точекъ функцхи 

П(2/) = /-(^)^. (71) 

Начнемъ съ понятхя объ особыхъ случаяхъ второго рода. 

Вообразимъ, что основной путь .4^5(7выбранъ такъ, чтобы на 
протяженш пути От], къ которому отнесены интегралы, указан- 
ные во второй части равенства (23), не было особыхъ точекъ 
ч|)ункцш П («/), кром-Ь точки 2/ = 0. Такой выборъ, какъ увп- 
димъ въ § 8, вообще возможенъ. При этомъ выбор* т-Ьмъ не 
мен-Ье можетъ быть особенное вл1яше особыхъ точекъ функцш 
П {у) на величину р^ въ сл^дующихъ случаяхъ. Во-первыхъ, 
особая точка у = ^ можетъ быть такова, что разложеше (19) 
подъ услов1емъ, чтобы величина В^, определяемая равенствами 
{19) и (20), сохраняла при 2/ = О конечное значеше, и чтобы 
при этомъ действительная часть количества а^ была бол^е дей- 
ствительной части а^ , оказывается не возможнымь. Во-вторыхъ, 
лри возможности такого разложешя область годности его можетъ 

5* 
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быть безконечно малая, такъ какъ можетъ существовать другая 
особая точка функцш П («/), не совпадающая съ точкой у=0^ 
но безконтно близкая къ ней. Какъ тотъ, такъ и другой слу- 
чай мы будемъ называть особыми случаями второго рода, тре- 
бующими отд-бльнаго разсмотр-Ьшя. Въ первомъ случае те- 
ряютъ силу вс4 прежше выводы наши относительно р^. Во 
второмъ случае, т. е. если въ числ-Ь особыхъ точекъ функщи 
И {у), не совпадающихъ съ ^= О, есть весьма близшя къ точкЬ^ 
?/ = О, эта близость отражается неблагопр1ятно на вьгаажети 
(68) члена р^, чрезм-Ьрно увеличивая величину (л, входя1цую въ 
это выраженхе. 

Подробное разсмотр^ше особыхъ случаевъ второго рода пред- 
ставлено ниже (въ § 1). 

Переходя къ особымъ случаямъ перваго рода, о которыхъ по- 
нят1е уже дано въ п^ 5, зам-Ьтнмъ, что понят1е это связано не- 
посредственно со свойствами отношен1я К^ '- К^, соотв-Ьтствую- 
щаго критическому значен1Ю К^. Докажемъ зд4сь, что и эти 
особые случаи им-Ьють отношен1е къ особымъ точкамъ функщи 
И {у) и притОмъ къ такимъ, кои могутъ быть отдалены отъ 
точки 2/ = О на конечное разстоянхе. 

йредставш1ъ себ4 кривую аОу, описываемую точкой у въ 
то время, когда точка г проходитъ основной путь ЛВС. Эту 
кривую будемъ называть преобразованнымъ основнымъ путемъ 
интегрпровашя. 

Главныя точки 2/,, 2/.2>' • •? Уп преобразованнаго основного 
пути аОу связаны съ главными точками основного пути ЛВС 
уравиешями: 

у, = ]^^^, к=1,2,...,п. (71.) 

Въ числ^ главныхъ точекъ ^1, ^/а?*-»? Уп находится точка 
у = 0. Пусть у^ есть точка, занимающая въ ряду у^^ 2/*>*-м 
у^ одно изъ смежные положешй съ точкою «/ = 0. Пусть 
От) и т^у^ будутъ звенья основного пути аоу, составляюиця 
вм-ЬсгЬ его часть Оу^ . 
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Зам-Ьишь дал-Ье, что всЬ вообще главныя точки у^^ Уи- - -, 
у^ преобразованнаго основного пути аОу расположены на од- 
ной и той же прямой, совпадающей съ мнимою осью плоскости 
комплекснаго перем^ннаго у, ВсЬ же остальныя точкп кривой 
аОу расположены по одну и ту же сторону мнимой оси, а 
именно — въ области ^юложите^гьныхъ абсциссъ х. Всл4дств1е 
подобк кривыхъ аОу и АВС въ безконечно малыхъ частяхъ, 
^оотвтьтственныя главныя в'Ьтви того и другого пути бываютъ 
одновременно направлены попарно или об* хорошо, или об* 
нехорошо (см. п°4). Дал^е преобразованный основной путь 
аОу можно консервативно деформировать такъ, чтобы оста- 
вался неизм'Ьннымъ ишегралъ 

^^^ е-'^'ПО,) йу, (71,) 

(«07) 

^овпадающШ съ интеграломъ [ЛВС]. При этомъ иглы, задер- 
^кивающ1я перем-Ьщеше нити аОу, должны быть укреплены во 
всЬхъ особыхъ точкахъ функцш П {у). 

Вообразимъ теперь, что существуютъ так1я особыя точки 

у', у", г,..- (71,) 

4ункцш II (у), который, им-Ья положишельныя абсциссы, не 
лежать на кривой аОу, но нЬкоторыя части с|^у^, у^у^у 
2/« 2/зз • • • ^Уп( ^'"'^^ кривой должны проходить между мнимою осью 
и этими точками, Наприм'Ьръ, пусть вышеуказанная часть 0|/^ 
пусть должна проходить между названною осью и особой точкой 
2/'. Дад-Ье вообразимъ, что функщя П {у) и пред-блы а и у инте- 
гращи зависятъ отъ н'Ькоторыхъ параметровъ, способныхъ 
изменяться. При этомъ всЬ вообще особыя точки фунюци 
П {у) и вышеуказанная группа особыхъ точекъ (71,) могутъ 
съ непрерывнымъ изм4нешемъ параметровъ перемещаться. 
Пусть при этомъ перемещаются и соответствующтя этимъ 
юсобымъ точкамъ иглы, а при встрече этихъ иглъ съ 
нитью аОу пусть он^ этимъ своимъ движетемъ ее не- 



— 70 — 

рем-Ьщають, деформируя. Пусть дал-Ье первоначальное поло- 
жеше пути аОу таково, что всЬ главныя части его хоро- 
шо направлены. Зат-Ьмъ при непрерывномъ изм-Ьнеши пара- 
метровъ пусть поддерживается хорошее направленхе всЬхъ . 
главныхъ частей пути аОу, пока это возможно. Но предполо- 
жимъ, что перем-Ьщеше н'Ькоторыхъ изъ особыхъ точекъ (71з) 
состоите въ неограничеиномъ приближеши ихъ къ мнимой осп^ 
на которую он-Ь стремятся вступить. ЕмЬст-Ь съ гЬмъ иглы, 
соотв-Ьтствуюпця этимъ точкамъ, будутъ^ деформируя^ придви- 
гать къ мнимой оси тгь вгыти кривой сиО^ кои, проходять 
между мнимою осью и этими точками. Наприм'Ьръ, точка у', 
которая пусть неограниченно приближается къ мнимой оси, 
будетъ придвигать къ названной оси в-Ьтвь О^/в . При безко- 
нечной близости точки у[ къ мнимой оси, по крайней м-Ьр-Ь 
одна изъ главныхъ частей звеньевъ От] и г{уш , первоначально 
направленныосъ хорошо, утратить это свойство и сделается не- 
хорошо направленной (пусть эта в*твь есть Ог^). Вм4сгЬ съ 
т-Ьмъ значеше К^, если оно не сд-Ьлалось безконечно близкимъ 
къ К^у не будетъ критическимъ. Критическое же значеше К^ 
мы получимъ лишь посл-Ь устраненш указаннаго нехорошаго 
направлешя основного пути аОу, превращая этотъ путь кон- 
сервативною деформащей въ хорошо направленный. При этомъ 
критическое значеше К^ сд-Ьлается безконечно близкимъ къ ^КГ, , 
т. е. получится особый случай перваго рода. 

Зам-Ьтимъ, что упомянутое сейчасъ нехорошее направлеше 
главной части От)" в-Ьтви Ог^, вызванное безконечнымъ прибли- 
жешемъ точки у' къ мнимой оси, сопровождается т$мъ обстоя- 
тельствомъ, чтю кривая Ог^ будетъ проходить въ безконечноИ 
близости къ особой тткп» у, которая притомъ можетъ вообще 
находиться на конечномъ разстоянш отъ точки 2/ = 0. Вм^ст^^ 
съ гЬмъ, если взять некритическое значеше Х^, то формула 
(66), примененная къ нехорошо направленной в4тви Ог/' обна- 
ружить, какъ было упомянуто йь /г^ 10 (пункт. П), недостатки 
не только вслЬдств1е направлешя главной части От;" в-Ьтби От), 
но и всл-Ьдствхе влаяшя указанной точки у', которая будетъ 
особою точкою фунюци В^, определяемой уравнешями (19) и 
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(20). Если же, обратившись къ хорошему направленш звена 
Ог^, взять критическое значен1е X,, то сд-Ьлаются нечувстви- 
тельными формулы для опред'Ьлетя пред^ловь погр'Ьшностей 
5^.. Изъ этихъ затруднеюй возможенъ выходъ липгь при по- 
мощи новыхъ прхемовъ и понятхй. 

Мы близки теперь къ новому понят1ю о подглавныхъ точ- 
кахъ, устраняющему затруднешя, связанныя съ особыми слу- 
чаями перваго рода. Но это понятхе выяснится отдельно 
въ § 6. 

Теперь же необходимо остановить внимаше на соприкасаю- 
щемся съ особыми случаями того и другого рода вопросЬ 
относительно особыхъ точекъ функцти П (у)^ определяемой 
равенствомъ (71). Этотъ вопросъ вообще им-Ьетъ весьма важ- 
ное значеше въ разсматриваемомъ исчислеши. Такъ, отъ 
положешя особой точки функцш П («/), ближайшей къ точкЬ 
1/=0, зависитъ кругъ сходимости разложешя фуншци Щу) въ 
безконечный рядъ по степенямъ у. Хотя, какъ мы видели, 
сходимость эта не играла решительной роли при вывод* теоремъ 
I — У1, но подъ услов1емъ, что кривая От) не проходить чрезъ осо- 
бый точки функцш П (у) или вблизи ихъ. Нарушить это условхе 
въ случаяхъ сложныхъ или общихъ легко, если слишкомъ смЬло 
оперировать съ построешемъ пути От); — и лишь при положе- 
ши кривой От) внутри указаннаго круга сходимости мы на- 
верное обезнечимъ наши общхе выводы и результаты отъ на- 
рушешя упомянутаго сей-часъ услов1я. Такую прочную опору 
общ1я задачи разсматриваемаго исчисленхя найдутъ, какъ сей- 
часъ убедимся, въ теорш ряда Лагранжа. При этомъ, какъ уви- 
димъ, выходить изъ круга сходимости этого ряда дляглавныхъ 
частей основнаго пути ЛВС (см. п^4) при обыкновенныхъ 
услов1яхъ даже и не представляется необходимости, такъ что 
теоремы I — У1 во всей области ихъ применимости получаютъ 
въ названной теорш достаточную опору. 

Особыя точки функцш П (у), не совпадаюпця съ точкой 
I/ = О, подразделимъ на два класса. 
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I. Еъ первому классу особыхъ точекъ функцш П {у) отне- 
семъ тЬ, которыя соотв-Ьтствують особымъ точкамъ функцш 

/•(^)Г(^). 

Этимъ точкамъ соотв-Ьтствуютъ указанный въ § 2 твердая, 
безконечно тонюя иглы, задерживающхя гибкую нить, изобра- 
жающую деформируемый путь аЪс интеграцш. 

П. Ко второму классу особыхъ точекъ функщи II (у) отнесемъ 
особыя точки, вводимыя преобразовашемъ перем-Ьниаго 2 при 
посредств-Ь уравнен1Я (17). Изсл-Ьдоваше этихъ точекъ приво- 
дить насъ къ изслЬдовашю особыхъ точекъ количества ^^ какъ 
функцш перем-Ьниаго у, определяемой уравнешемъ (17), ко- 
торое приводится къ виду: 

18ф(0 — 18ф(^)=2/. (72) 

Эту функцш обозначимъ такъ: ^=2 (у). Ея особыя точки 
и суть точки, причисленныя ко второму классу, по поводу ко- 
торыхъ сд-Ьлаемъ сл-Ьдующхя зам-Ьчашя. 

Если ^ не есть особая точка функцш ф (^) и если въ ряду 
величинъ: ф' (0> Ф''(0)--м ФЧО)--- первая отличная отъ 
нуля есть ф^^^ (О, то уравнеше !§ ф (^) = !§ ф (О им-Ьетъ V— 
кратный корень 0='С, и, следовательно, уравнеше (72) приво- 
дится къ виду: 

{г-КГ = у&\,), (73) 

гд* (0) есть функц1я, сохраняющая при ^=^ отличное отъ 
нуля значенхе и голоморфная въ области точки -г?=ц. Эта функ- 
щя определяется равенствомъ: 

при чемрь уравнеше (73) приводится къ виду: 
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къ которому прим-Ьняется рядъ Лагранжа, опред^ляющШ выше- 
указанную функц1Ю ^=^(у)^ Прежде всего зам-Ьтимь, что при 
V>1, т. е. при условш: 

V (О = О, (76) 

сама точка у=0 есть особая точка функцш 2{у)у такъ какъ 
функщя эта въ области указанной точки разлагается по дроб- 
нымъ степенямъ у. 

Чт5 касается остальныхъ особыхъ точекъ функцш 2 (у) у то ^ 
какъ известно изъ теорш ряда Лагранжа, прим4неннаго къ 
уравнешю (75), особыя точки эти, не совпадающгя съ осо- 
быми точками перваго класса, соотв-Ьтствуютъ тЬмъ значешямъ 
у, при которыхъ уравнеше (72) имЬетъ либо безконечный, либо 
кратный корень 0. Кратный корень долженъ удовлетворять 
условш: 

ф'(^) = 0, ^ (77) 

которое и можетъ послужить для опредЬлешя особыхъ точекъ 
второго класса. 

Особыхъ точекъ второго класса не существуетъ вовсе лишь 
въ прост^йшихъ случаяхъ, наприм^ръ, когда ф (^;=е''*'^* или 
ф (^) = ^— \ Въ подобныхъ случаяхъ вс4 особыя точки функ- 
цш 11 («/) пршхадлежатъ лишь къ первому классу. 

Зам-Ьтимъ попутно, что рядъ Лагранжа, примененный къ 
уравнешю (75), даетъ, какъ известно, разложенхя различныхъ 
функцШ корня -8Г, и что посредствомъ такихъ функщй пред- 
ставляется и функщя П (у), Такимъ образомъ, и при получе- 
ши разложешя функщй П (у) въ въ безконечный рядъ, какъ 
увидимъ, играетъ роль рядъ Лагранжа и кругъ его сходимости. 
При опред^леши этого круга им-Ьють значеше об-Ь категорш 
особыхъ точекъ функцш П (у). 

Но изъ этихъ точекъ особенный интересъ представля^отъ тЬ, 
кои ближе всЬхъ остальныхъ отстоять огь точки 2/=0. Эти 
точки лежатъ на окружности круга сходимости разложешя фун- 
кцш П (у) въ безконечный рядъ, и изыскаше ихъ вводить 
насъ въ тонше вопросы теорш ряда Лагранжа. Однако, если 
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этотъ кругь сходимости не безконечно малъ, то приизыскаши 
разложешя функцш П (у) подъ видомъ (19) можно обойтись 
бол^е простою изъ теоремъ о ряд* Лагранжа, теоремою Коши- 
Руше, такъ какъ для построешя кривой От), длина которой от- 
части зависитъ отъ нашего выбора, можно довольствоваться не 
полнымъ кругомъ сходимости, а липгь некоторою его частью? 
ограниченною концентрическою окружностью. Къ такому при- 
м4нен1ю теорш ряда Лагранжа съ теоремою Коши-Руше мы 
сейчасъ перейдемъ. Но предварительно сдЬлаемъ еще одно 
зам^чаше относитольно р^ и относительно выбора хорогиаю на- 
правленгя пути ^$, отъ чего зависятъ важныя облегчешя при 
опред'Ьлети пред-Ьловъ количества р^. 

При бйагопрхятномъ размЬщенш особыхъ точекъ функцти Щу) 
относительно пути О?), входящаго въ равенство (24), (наприм'Ьръ, 
при положеши кривой От) внутрп круга сходимости разложешя 
функцхи П (у) въ безконечный рядъ по степенямъ у) можемъ ■ 
получить следующую особенно удобную формулу для опред'Ь- 
летя высшаго предЬла модуля члена р^. Предположимъ, что 
между указанною кривою О/] и хордою^ стягивающею ея точки 
О и Г1, нгьтъ особыхъ точекъ функцш П (у). Въ такомъ случа-Ь 
интегралъ (24) можемъ отнести къ указанной хорд* и зат4мъ, 
полагая: 

у = г{и, 
представить равенство (24) въ форм4: 

1 

Ге-'"^"г*^5,(гг*. (78) 



X 



о 
Отсюда сл-Ьдуетъ, что 

1 



?.1<|'^*^^'|[^ { е-'^'^о^и^'^ащ (78') 
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гд* х^ и а/ суть д'Ьйствителъныя части количествъ т) и а^ и 
[Л есть наиболышй модуль функцш В^ при движенш у по пря- 
м(т отъ точки О до точки т). Иначе, 



1 



гд-Ь 



(79) 



О 



тхп 



(2(а\) = Ге-^г;«'.сгг;<Г(1н~ад. (79') 

О 

Очевидно, при вышеуказанномъ условш возможности приве- 
дешя интеграла (24) къ виду (78) путь ^Е можно консерва- 
тивною деформащей привести въ такое положеше, чтобы соот- 
в'Ьтствуюпцй ему преобразованный путь О-^ быль прямолипей- 
нымъ. Въ такомъ случае путь ^^, если выполняется условхе 
(15), поел* деформащи останется хорошо направлеинила въ 
томъ смысл*]^, какь разъяснено въ п® 4. При этомъ, какь легко 
уб-Ьдиться изъ разсмотр-Ьтя конформныхъ фигуръ, описывае- 
мыхъ точками ^ и I/, путь ^Е долженъ пересекать всЬ изомо- 
дулярныя кривыя Хд. подъ постояииымъ угломъ, равнымъ ам- 
плитуд-Ь количества т]. 

Формулами (78) и (79) мы сейчасъ воспользуемся. 

п^ 13. Разложеше (19) функщи 

П(г/)=А.)|, 

гдЬ ^ и I/ связаны соотношешемъ (17), по степенямъ у мо- 
жетъ быть получено при помощи ряда Лагранжа, а относящая- 
ся къ этому ряду теорема Коши-Руше, приведенная выше (въ 
§ 1, пункт. П1) и допускающая указанныя въ главф Ш диссер- 
тадш <Рядъ Лагранжа > видоиз»гЬнешя, освобождаюпця ее отъ 
н-ЬкоторЕЕхъ ограничешй, даетъ въ простой форм-Ь признаки 
того, выполняются ли услов1Я, необходимый для прим-Ьноюя 
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изложенныхъ процессовъ приближеннаго вычцсленк интегра- 
ла [^1. 

Теор1Я ряда Лагранжа съ указанною ц-Ьдио прим-Ьняется къ 
уравнешю (75), въ которомъ при V >► 1 выражешю 

V-^л^^ (79") 

им-Ьющему V значешй, нужно приписать опредгьлеииое значе- 
ше, соотв-Ьтствующее путямъ Ог^ и (^^. Одному только пути 
От), описываемому точкой у, соотв-Ьтствуеть V кривыхъ, опи- 
сываемыхъ корнями уравнешя (73), изменяющимися отъ С 
Въ числ-Ь этихъ V кривыхъ находится кривая !^^, которую и 
нужно отличить надлежащпмъ выборомъ соотв-Ьтствующаго зна- 
чешя функцш (79"). Значеше это выбирается такъ, чтобы ко- 
рень ^=^2{у\ разлагающ1йся въ рядъ Лагранжа, прим-Ьнен- 
ный къ уравнешю (75), описывалъ путь Х,\ въ то время, когда 
точка у описываетъ кривую О*/]. Пусть это значеше выбрано 
и подразумевается въ посл-Ьдующихъ вычислешяхъ. 

Бри помощи уравешя (75) и результата его дифференциро- 
ван1Я находимъ: 

а^ ^ у^-^еЧ^) (80) 

Щ V^0(^) — (^ — О0'(^)} 
Сл-Ьдовательно 

п м- т ^ __у1:1^!Ш^ (81) 

Дал^е наложимъ пока ограничеше на функщю ^(г), предпо- 
лагая, что она представляется таЕъ: 

/•(^) = (г_013-.^(^), (82) 

гд^ ф{^5^) есть функщя голоморфная въ области точки ^ = ^ и 
не обращающаяся въ нуль при ^ = (^. (Ниже, по возможности, 
освободимся отъ этого ограничешя). При помощи уравнешя 
(75) равенство (82) приводится къ виду: 

Д^)=2/^0]3-«(^)55(^). (82') 
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Вм'Ьст'Ь съ тЬмъ равенство (81) представляется такъ: 

П(у)=/'(^)^=2/ " .Я(.), (83) 

гд'Ь 

^ (^) - »{0(.)-(^-<:)0'(^)} • ^^^^ 

Очевидно' функщя Н (^) голоморфная въ области ^ = ^ и не 
обращается въ нуль при -г? = ^, 

Применяя къ уравненш (75) и къ этой функщи И {я) 
теорему Коши-Руше (см. § 1, пункт. Ш), мы должны поло- 
жить 2 = '(.-л- 14), чтобы привести уравнеше (75) къ виду (5). 
ЗагЬмъ надлежитъ выбрать положительное количество г такъ, 
чтобы оно было мен-Ье разстояшя точки X, отъ ближайшей осо- 
бой точки фуншцй (д {^) 11 Н {2). Пусть такое г выбрано и 
пусть N11 Жбудутъ модули тах1тит тахппогит фуншцй 

И{1^гё'') и ^ (!:-*-ге^О 

при возрасташи со отъ О до 271. Предположимъ, что количество 
у удовлетворяетъ условш: 

\у\Ж'<1. (85)' 

Такъ какъ при этомъ будутъ выполнены всЬ услов1я теоремы 
Кошп-Руше, то будемъ им^ть: 

Л=1 



^Хл^ — 1ж_^ 1^,^^^ (3,^ 



\-\у' \М 
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Отсюда и изъ раБвнства (83) сл-Ьдуетъ, что разложеше, опре- 
д-Ьдяемое равенствами (19) п (20), въ данномъ случа-Ь предста- 
вится въ сл^^дующей форм-Ь: 

(87) 
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н.ж 
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Х|<1. 




^> — 
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гд* 

(87') 

(87") 

1-\у'' \М 

Услов1е (85) будетъ им'Ьть силу для всЬхъ точекъ у кривой 
Оу), если 

V Ж'< 1, (88) 

гд^ V есть момбольшгй изъ модулей соотв4тствующихъ вели- 
чинъ у, т. е. наибольппй модуль количества 

2/ = 1еф(0-18ф(^) 

для точекъ ^ кривой <С^. 

Пусть выполняются условк (88) и (15) и первое главное 
условхе, указанное въ § 3 (/г^ 4), и пусть имгЬетъ силу не- 
равенство: 

Р'>0, (88') 

гд-Ь |3' есть д-Ьйствительная часть |3. При этомъ будутъ выпол- 
нены всЬ условк для примЬнешявъ данномъ случае формулъ 
(23) и (24). Сверхъ того, выполняются также есть условгя 
для примгьнешя формулъ (78) и (79)^ опред)ьляющихъ пред)ьлы 
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погргьшности члена р^. Въ самомъ д-Ьл-Ь, еслп условхе (85) вы- 
полняется для всЬ^ъ точекъ у кривой О/;, то вся ата кривая 
и вся ея хорда, соединяющая точки О и т), помещаются въ 
кругЬ (О), описанномъ изъ центра О рад1усомъ г^=^М~^^ ка- 
ковой кругъ занпмаетъ часть круга сходимости Лагранжева 
ряда, представляющаго функщю Н{^), при чемъ въ этомъ 
кругЬ, кром-Ь точки у=0, не можетъ быть никакихъ особыхъ 
точекъ функцш П (у), ибо она им4етъ форму (83). Вм4сгЬ съ 
тЬмъ самый путь 2^Е можно деформащей привести въ такое 
хорошо направленное положеше, чтобы к-ривая От] слилась съ 
своею хордою Ог^. Посл-Ь этого будутъ выполнены всЬ условхя 
теоремъ, служащихъ для опред^летя приближенной величины 
интеграла [!^^] и пред'Ьловъ погр'Ьшности этой величины. 

Прим-Ьняя въ данномъ случае формулы (78) и (79) и при- 
нимая во вниман1е равенства (87') и (87"), находимъ: 



о 
X./) " .-.К.ЗГ 



■(^) 



(89) 



— I ^'+8 ' 

1-1-/) г ж {тх,) ' 

гд4|Х|<1. 

Изъ теоремы Копга-Руше сл4дуетъ, между прочимъ, что, при 
выполненш услов1я (88), весь путь !^^ долженъ помещаться вну- 
три круга, описаннаго изъ центра <^ радхусомъ г. 

Соединяя вм-Ьст-Ь изложенные выводы и применяя для опре- 
д^летя пред'Ьловъ погр-Ьганости Д^ формулу (56^, приходимъ 
къ сл-Ьдующей теоремЬ. 

Теорема УП. Пусть главная точка ^ основного пути ЛВС 
пе есть особая точка функцги ф (.гг) г^ V есть показатель крат- 
ности корня ^ = 2^ уравненгя ф (^) = ф (!^). Положить: 
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гдгь ф {г) есть функцгя голоморфная еъ области точки ^ = С 
и не обращающаяся еъ нуль при л = С Пусть Х.^ есть часть 
основного пути ЛВС и О*/) есть кривая^ описываемая точкой 
у еь то время, когда тючка г проходить путь Х^.Если V>•1, 

то выражепге у' (^), ммгьюгцее V значенгщ выберемъ такЬу 
чтобы корень уравненгя 



разлагаюгцшся въ рядъ 



по формулгь Лагранжа^ шображался точкой ^, лежащей на 
кривой ^^, когда у лежитъ на кривой Ог^. Пусть г есть поло- 
жительное количество^ выбранное тикъ^ чтобы оно было мешье 
разстоянгя точки X, отъ блиоюайшей изъ особыхъ точекъ фунг- 
кцгй (д {2) и П (^). Обозначимъ чрезъ Ми N соотвтьт^ственно 
модули тахгтит тшшюгит функцгй 

^0(г:-нге'^О п В'{1:^ге'^) 

при возрастанги со отъ О до 21^, а чрезъ V наибольшгй модуль 
количества 1/ = 1§ ^}^ (^ — 1§ ф {г) для точекъ г кривой ^^. 
Пусть имтотъ силу первое у слоек у указанное еъ § 3 (п^ 4)у 
и неравенстт: 
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Если при указанным условшхъ и обозначеншсъ функцгя ( (^) 
представляется такъ: 



Пг)=.{г-х:)Р-\ф{г) 



(91') 



и если д^ьйстегтельная часть количества ^ полооюительнаяу 
то приближенная величина интеграла [^^] опредтьляется при 
помощи равенства: 



т=г{^ 



г(Л-) ^ г1Щ 



1 («{Я'соеЧО} 



1.2 



дХ. 



т 

Р-ь2 

^ V 



1 (г^-М.ЁГ(0в'-Ч01 

1.2...(8-1) • й1'-* 



Ч'-^) 



(92) 



|3-1-д— 1 



т 



гдгь \ есть погртьшность, предгьлы кот^орой опредгьляютея при 
помощи формулы: 



Р-ьд 



Хг) 



^ ^.жж- г(^^^^ 



А,= 



(^) 



Р'-ьд 



Я 



(ог.^;-щое(о^.-,^™^™^,-. 

1 



-1.2. ..(8-1) • ^Г"^ ^'-" I ^ к 1' (^^) 
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при чемд Р' V, х^ суть дтшствительныя части количествь ^ит^у 

/8-1-А; 

, если р' -#- л <; V, и 



г.= 



\.г^ * е-"" 



«м?„ 



Х^.г, 






та;„ 



! рг^ , если Р'-^-А^г■V, 



1Ч1<1. 

Само собою разумеется, что указанныя зд^сь выражешя для 
получен1я предЪловъ количествъ (^^ и А^ можно видоизм^^нять 
при обстоятельствахъ, указанныхъ въ теоремахъ П, Ш и V. 

Теорема УП даетъ прочную опору вышеизложенному основ- 
ному процессу приближеннаго вычислешя интеграла [^5], ибо 
она содержитъ обпця условхя въ строгой и простой форм*, 
достаточныя для прим^нешя этого процесса къ главньшь ча- 
€тямъ основного пути ЛВС (см. п®4). Теорема УП даетъ сред- 
ства въ наглядной форм* обнаружить возможность разложешя, 
опред4ляемаго равенствами (19) и (20), съ выполяешемъ вс*хъ 
условШ теоремъ I и IV. Препятствк къ выполнешю этихъ 
условШ могутъ представиться лишь при обстоятельствахъ, кои 
характеризуютъ указанный выше (см. тг^ 12) особый случай вто- 
раю рода. Въ самомъ д-Ьл*, въ выражеши теоремы УП им*етъ 
важное значеше вопросъ о выполнеши перваго главнаго усло- 
В1Я, указаннаго въ § 3 (п°4). Разсматривая это условхе въ 
связи съ прочими услов1Ями теоремы УП, зам-Ьчаемъ, что на 
основанш этой теоремы путь От^ лежнтъ внутри вышеуказан- 
наго круга (О). Это налагаетъ ограничеше на величину Х^, 
ибо количество 

^ = 18^, 

будучи абсциссой х одной пзъ точекъ кривой О'/), должно быть 
меитье радхуса г^= М"^ упомянутаго круга. Если этотъ кругъ 
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I 



I 



I 



*алъ, то можиОз располаггш величиною г, стараться яо воз- 
можности расширить кругь (О)- Въ такомъ случа-Ь въ этомъ 
1фу1^ найдется бол^е простора, чтобы удовлетворить первому 
главному услов1Ю, указанному въ § 3 (п'^4), Иам^няя г, мо- 
жемъ просторъ этотъ, т, е. радаусъ т^ круга (О) увеличивать 
до шв4стныхъ пред4ловъ, следуя указашямъ, сд'Ьланнымъ въ 
глав^ II моей диссертацш ^Р^^ Лаграшн€а>, 

Правда, при изв^стныхъ услов1ЯХЪ, указанныхъ въ глав* И 
моей статьи *Рядъ Лагранжа>, теорема Коши-Руше при са- 
жомъ благопр1ятномъ выбор* г иногда распространяется на 
-область, меньшую круга сходимости ряда Лагранжа. Но на 
практик* и этой области большею часпю бываетъ достаточ- 
но» чтобы поместить въ ней кривую О/], удовлетворяющую 
первому главному условно, указанному въ § 3 («''4), Если же 
нужно расширить эту область до полпаю круга сходимости Лзг- 
гранжева ряда, прим^неьшаго 1гь функцш Н(^)^ то для этого 
вместо теоремы Коши-Руше нужно восполь;^оваться видоизлйне- 
ншми ея, указанными въ глав* П1 моей статьи <Рядъ Лагранжа>. 

Если и область нолнаго круга сходимости вышеупомянутаго 
ряда Лагранжа оказалась (5ы сл1ннк0мъ т4сною для помЬщешя 
въ ней кривой 0/^, удовлетворяющей первому главному уело- 
вш, указанному съ § 3 (пМ), то мы им*ли бы особый слузгай 
епюраго рода [всл*дств1е близости точки у=^0 къ особой точкЬ 
функцш П (у)]. При этомъ вышеизложенный основной процессъ 
приближеннаго вычпслен1я становится вообще неприм*нимымъ, 
лбо если и можно, выходя изъ круга сходимости ряда Лагран- 
жа, увеличить величину К^, то это было бы бесполезно всл*д- 
€ТВ1е негодности въ этомъ особомъ случа* выражешн члена р^, 
входящаго въ составъ погр*шности Л^, и, поэтому, всл*дств1е 
необходимости отд*лънаго пзсл*довашя такихъ случаевъ. 

Итакъ, для осуществлетя вычислешй по плану, указанному 
въ теоремахъ I и 1У^ пгеор'ш х)яда Лагранжа даетъ средства^ 
годныя во всей области прим}ьнимости дшихь ^пеоремъ. 

При практическомъ црим*ненш теоремы ЛИ, основанной на 
теорем* Коши-Руше, обнаруживается ея драгоценное свойство 
БЪ томъ, что даже въ случаяхъ весьма сложныхъ она даетъ 

6* 
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возможность, на самомъ д^й осуществить вычислете пред^овъ 
погрЬшности Д^. 

Щвм^яете теоремы VII ограничено еще въ томъ отношеши, 
что функщя/С^) должна югЬть форму (82). Предположимъ те- 
перь, что фунюця /* (л) въ области точки ;8&=^ им4етъ сле- 
дующую бол4е общую форму: 

Г{,)^{,-1^/^" ф,{,)ч.{,-1:)^'^''' ф,{,)^..., (94) 

гдЬ ф^{г)^ ф^{г)у. . . суть функщй голоморфный въ области 
точки г=Х, и не обращающаяся въ нуль при ^г=1^. Очевидно, 
интегралъ [2^^] распадается на сумму интеграловъ, соотв-Ьтствую- 
щихъ отд^лънЕШъ членамъ второй части равенства (94), при 
чемъ къ каждому изъ этихъ интеграловъ можетъ быть отдельно 
применена теорема VII, которая и опредЬлитъ ихъ прибли- 
женныя выражешя. 

71^14. Рядъ Лагранжа есть въ сущности рядъ Маклорена, 
примененный къ неявной функщй, определяемой при помощи 
уравнешя особаго вида. Поэтому рядъ Лагранжа, давая то, 
чтб получается посредствомъ ряда Маклорена, т. е. разложеше 
функщй въ рядъ, къ этому присоединяетъ еще разрешеше 
некоторыхъ важныхъ алгебраичеокихъ трудностей. Но само со- 
бою разумеется, что вместо ряда Лагранжа можно пользо- 
ваться рядомъ Маклорена, чтб иногда представляетъ удобства, 
если вышеупомянутыя алгебраическ1я трудности по какой либо 
причине, напримеръ, вследствхе благопрхятныхъ особенностей 
состава функщй ф (^) и уравненк (17), легко побеждаются 
безъ ряда Лагранжа. 

Здесь мы разсмотримъ применеше ряда Маклорена къ при- 
ближенному вычислешю интеграла [ч^. При этомъ примененш 
заслуживаегь особаго внимашя известная интегральная форма 
дополнительнаго члена ряда Маклорена, дающая возможность 
получать соответствуюпця выражешя количества В^^ определяе- 
маго равенствами (19) л (20) и входящаго въ равенство (24). 
Отсюда выводятся затемъ примечательный выражешя преде- 
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ловъ члена р^, входящаго въ составь погрешности Л^у пред- 
ставляемой равенствонъ (280* 

Предположимъ, что главная точка С не есть о<^бая точка 
функцш ф (л) и V есть показатель кратности корни я=2[ урав- 
нешя ф (^)=4 (О- Дал4е, пусть функщя /* {е) ивгЬетъ форму 
(82), при чем1, какъ видйо изъ разложешя (87), функщя 

п(^) = А.)| 

предстаэляется въ области точки у=^0 такъ: 

1 

П(у)=Г(^)^ = <Р-^?(0, «=У^ , (95) 

гдЪ 9 (О ^^'^ функщя голоморфная въ области точки ^=0 и 
не обращающаяся въ нуль при ^=0. Рядъ Маклорена, приме- 
ненный къ этой функщи 9(0? Д^бтъ следующее равенство: 

<р(^ = 9(0)ч-^Ь-ь...н- ^ |''"'|^^^^^ <'-'-н^Д,, (96) 

< = /, 

где В^ есть функщя, сохраняющая конечное значеше при ^=0. 

Допустимъ для простоты, что выполняются услов1я применешя 

формулы (78), т. е. пусть меаду кривою Ог^ и хордою 0>], стяги- 

вающею ея точки О и т), нетъ особыхъ точекъ у функщи 9 (у^ ). 
Заметимъ, что допущеше это не охраничиваетъ общности р^- 
шешя нашей задачи^ такъ какъ оно можетъ быть осуществлено 
двояко: 1) такимъ выборомъ основного пути ЛВС я его части 
2^^, чтобы кривая От] не выходила изъ щюделовъ круга сходи- 

мости разложешя функцш 9 (у") по восходящимъ степенямъ 

у^ , и 2) выборомъ указаннаго въ § 8 ортогбмальнаю основ- 
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ного пути, при чемъ переменное у д&1ается дЪйствительныиъ 
и положительнымъ, т. е. путь От] обращается въ щимолипейг- 
ный отр^окъ, совпадаюццй съ положительною осью плоскости 
комплекснаго перевгЬннаго у. 

При сдк[анномъ допущенш переменное у, отъ котораго зави- 
ситъ фуниця В^у входящая въ равенство (78), представляется 
такъ: у=^г1Щ гдЬ О ^ ге ^ 1, а величина I представляется 

1 1 

такъ: ^=т«*^, гд* т=7)^ , при чемъ изображеше I описываете 

прямолинейный отр-Ьзокв От, когда и возрастаетъ отъ О до 1. 

Вм4стЬ съ тЬмъ количества х1 и 0^, кои фигурируютъ въ по- 

сл^дующихъ формулахъ, при условхяхъ: 



0<ж^1 и 0< 6<1, 



также будутъ изображаться точками отр'1зка От. 

Зам4тивъ это, возьмемъ следующее известное интегральное^ 
выражеше количества Б^, опредЬляемаго равенствомъ (96): 



В = 



'^8 



1 



(97> 
11 1 

< = •/)* и*=т«* . 

Отсюда при помощи соответствующей изъ форнулъ (2) и (4) 
находимъ: 

гдЬ Х=1, если количество ср^*^ (6^ дЬйствительное, и | X | < 1^ 
если 9^*^ (6^) мнимое. Внося найденное выражеше В^ въ фор- 
мулу (78), получаемъ: 

1 
р = ^!1111 ^ е--^'* и«« Х9<^) {Ы) Ащ (99) 
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при чемъ, какъ видно изъ равенства (95) и (96), 

«,= -^^— ;; • (99') 

Если величины а^, т) и ср^*^ (0«), входяпця въ равенство (99), 
д']^йствительныя и если [х^ и [х^ суть наименьшее и наибольшее 
значешя функщи ср^'^ {() при возрасташи и отъ О до 1, то изъ 
равенства (99) слЬдуеть, что величина р, заключается въ пре- 
д-Ьлахъ:. 

гд* 

^{о^,)= Г е-^|;*-йг;. (100') 

о 

Если величины «^ и т] д:]&йствительныя, а величина ср^'^ (0^) 
мнимая, то при посредств'1 равенства (99) уб'квдаемся, что 

;.= 1.2.1':'и .1М<1. (101) 

гд^ ^ (а ^ ии^етъ вышеуказанное значеше и р. есть наиболь- 
шее значеше модуля функщи ^^'^ {Ь) при возрасташи и отъ О до Ь 
Если, наконецъ, величины а^^, т) и (р^*^ (^0 комплексныя, то 
изъ равенства (99) сл4дуетъ, что 

?^"1.2...5(т^о)^н..'. > I ^ К 1' (102) 

гд-Ь а^о и а'^ суть дЬйствительныя части количествъ V) и а^^, (л 
есть наибольшее значеше модуля функщи (р^*^ (1) при возраста- 
нш и отъ О до 1 и 



С (а',) = Г в-^ !;•'• с^V. (102') 
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Прим']^няя къ разложешю функщи П {у)у опред&шемому ра- 
венствами (95) и (96), предшествуюпця теоремы и формулы, 
находимъ следующее приближенное выражеше интеграла [Щ^ 
отнесеннаго къ части ^^ основнаго пути ЛВС^ удовлетворяю- 
щей услов1ямъ теоремы ГУ: 

г(1\ г(^^^) 
[«]=Г«){»(0)-Ц^-21(2) Л^^ ... 

V V ~ 

ш т 

. 9'- 40) Л V ) , ^ \ аоГ) 






гд* Ду есть погрешность, пред-блы которой определяются при 
помощи формулы: 

л. = Р.-^.(«)г.^й«),......_|!^,,_., 

(102'") 
при чемъ пределы количествъ р^ и 5^. определяются помр- 
пцю формулъ (101) или (102) и выражешй 8^, указанныхъ 
въ теорем* УП, а если количества р^ и 5^^ действительныя, 
то пределы ихъ определяются помопцю неравенствъ (100), 
(46) и (46'). 

Изложенный здесь выводъ формулы, определяющей 1фибли- 
женное выражеше интеграла [С^], особенно удобенъ для под- 
тверждешя замечашй, сделанныхъ по поводу связи доказа- 
тельства теоремы I съ вопросомъ о сходимости безконенаго 
разложешя, определяемаго равенствами (19) и (20) при 5= со. 
Теперь разложешю этому дана форма (96), въ которой В^ опре- 
деляется выражешями (97) и (98), годность которыхъ не обу- 
словлена сходимостью ряда (96) при 5=оо. Следовательно 
и выводъ приближеннаго выражешя (102") интеграла [Щ не 
связанъ непременно съ выполнешемъ для всехъ точекъ I от- 
резка От условШ сходимости безконечнаго ряда Маклорена, въ 
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который разлагается функцхя ср (<), и сохраняетъ силу даже 
тогда, когда отр-Ьзокъ От отчасти выходить изъ круга сходи- 
мости ЭТ01Х) ряда, такъ что рядъ этотъ для точекъ *, лежащихъ 
на отр-ЬзкЬ От вн4 упомянутаго круга, дЬлается раасодящимся. 
Для иравильности формулы (102^') необходимо лишь услов1е, 
чтобы функцш 9 (*), ^\1), ^"(О^*--) ?^*Ч0 были конечными и 
непрерывными для всЬть точекъ I вышеуказаннаго прямолиней- 
наго отрЬзка От. 

Расходимость безконечнаго ряда Маклорена, въ который 
разлагается функщя (р(^, не им'Ъетъ при этомъ значешя по 
той причине, что въ разсматриваемомъ вывод*! мы поль- 
зуемся не безконечнымъ рядомъ Маклорена, а конечнымъ 
многочленомъ (96), въ которомъ послЬдшй членъ, независимо 
отъ сходимости или расходимости безконечнаго ряда, вьфа- 
жается при посредствЬ интехрала (97). Само собою разумеется, 
что при этомъ формула (92) должна часто представлять сход- 
ство съ формулой Стирлинга въ тоиъ отношенш, что вторая 
часть равенства (92) или (102"), разсмотрЬнная безъ члена А^ ири 
^==со, будетъ расходящимся безконечнымъ рядомъ, негоднымъ 
для вычислешя интеграла [Щ. 

Этотъ безконечный рядъ, однако, непременно будетъ сходя- 
щимся, если функщя 9 {() останется конечною и непрерывною 
для всЁхъ возможныхъ конечныхъ значешй (^ представляя со- 
бою такъ называемую ц^лую (алгебраическую или транцсцедент- 
ную) функщю переменнаго I. 

ПримЬръ употреблешя формулъ вида (96) и (99), несмотря 
на расходимость соотв-Ьтствующаго безконечнаго ряда Макло- 
рена, представляется при выводЬ формулн Стирлинга. Въ са- 
момъ дЪле, выводъ формулы Стирлинга, дающей приближенное 
выражен1е логариема Г (т), опирается на приближенное вы- 
числеше интеграла 

О 
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иринаддежащаго къ виду (1). Въ даннохъ случа<Ь ф(;ег) = в'^ 
и преобразоваше (17) даетъ у^=*^г. Фунщ1я 

П(у) = 9(^) = ^3^ 

' разлагается въ рядъ Маклорена по степенямъ г, но этотъ рядъ 
будетъ сходящимся не для вс^Ьхъ значешй г въ пред&сахъ ин- 
тегрировашя. Однако, какъ известно, представивъ указанную 
функцш (р (г) первыни членавш ряда Маклорена съ дополни* 
тельнымъ членомъ и выполняя почленно требуемый интегращи, 
получимъ искомую приближенную величину функцш 



п^15. Вышеизложенный основой процессъ вычислешя ин- 
теграла [СЕ] содержитъ въ себ^ предположеше, что функщя 
/* {е) для главной точки X, звена СЕ сохраняетъ конечное зна- 
чеше или обращается въ безконечность порядка мен^ 1 отно- 
сительно — р . Вообразимъ теперь, что это предположеше не 

нм^етъ силы, такъ что функщя /*(^^) для главной точки С основ- 
ного пути АВО обращается въ безконечность порядка не ниже 

1 

1 относительно —у у но предположимъ, что порядокъ этотъ 

представляется конечнымъ числомъ. При этомъ интегралъ [СЕ] 
делается невозможнымъ. 

При разсматриваемыхъ услов1яхъ С есть особая точка функцш 
{{г) 'У^ (^3?), и въ этой точкЬ должна быть укреплена игла. Обра- 
П11аясь къ звеньямъ второго рода, образоваше которыхъ выяснено 
въ л® 8, напомнимъ, что звено Е'Е" второго рода, соответствующее 
разсматриваемой главной точкЬ С, должно им^ть въ своемъ со- 
став']^ петлю //' и, поэтому, полнЬе обозначено чрезъ Е'^/'Е". 
При этомъ точки Е' и Е" будутъ удовлетворять неравенствамъ: 

|ф(^)|^^, 1ф(П^^,- (104) 
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Существуютъ разные прхемы приближеннахч) вычисдешя инте- 
грала [I' / /' I"] при разсматриваеныхъ ббстоятеяьствахъ. 
Зд^сь мы укажемъ прхемъ, въ которомъ полп^ще приближен- 
но! величины интеграла [^' / У' \'^] приводщ^а, къ излояБен- 
ному выше (въ пп® 9 и 10) основному процессу вычислеща, 
соответствующему звеньямъ ^^' и ^^' перваго рода. 

Если функщя ^|(^), конечная и непрерывная для точекъ & 
кривой 1'г'/'1"у сохраняетъ при ^г = ^ такге конечное значе- 
ше или обращается въ безконечность, но порядокъ а' этой без- 
конечности менЬе 1, то будемъ им^ть: 

гд^ ^Е' и ^Е^' суть звенья перваго рода. Очевидно, интегралы, 
стояпце во второй часхи равенства (105), принадлежать къ 
виду (16) и, поэтому, вычисляются на основаши предшествую- 
щихъ формулъ и теоремъ. 

Зам^тивъ это, предположимъ, что функщя /*(^) можетъ быть 
представлена такъ: 

/•(^)=^'(^)н-9(^), 

гд4 Р (0) есть функщя, которая 1фи л!=1^ сохраняетъ конечное 
значен1е или обращается въ безконечность порядка ниже 1 

относительно — -= , и ср (^) есть функщя, способная въ области 

точки -2г=:^ разлагаться по степенямъ л-^^. При этихъ уело- 
в1яхъ интегралъ [$'//'$"] распадается на два: 

Г Р{ж)^'^{^^)с^^ я [ 9 (^) ф"* (^) ег^г, 

изъ которыхъ первый допускаетъ примкнете формулы (105), 
полагая /) {г)=^Р {^), а второй поел* разложешя функщи ^ {^) 
по степенямъ .г — 2^ распадается на интегралы вида: 

^=С (^г— 0^ Ф"^ (^) ^г^. (106) 
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Теперь, (УгЬдовательно, остается разсмотр^ть только интегралы 
ввда (106). 

Обозначимъ чрезъ Р' действительную часть количества р. При 
Р'2> — 1 къ интегралу «7, очевидно, применима формула (105), 
полагая /'Д^)=(;8г — С)^. Но въ числ* интеграловъ вида (106) 
въ разсматриваемомъ случа']^ должны находиться так1е, для ко- 
торыхъ Р'^ — 1. Приэтомъ условш къ интегралу ^ вида (106) 
применяется предварительно интегращя по частямъ въ сл4дую- 
щемъ порядке. 

Пусть 

гдЪ п цЬлое положительное число и — 1 <[ а'^ 0. ЗатЬмъ въ 
известной формул*: 



положимъ: 



гд-Ь а=|3-1-п, и отнесемъ указанныя въ формул* (107) инте- 
грац1и къ пути 5'//'Е". Получимъ: 

гд* Д=Ф(5') — Ф(5"). 1фи чемъ 

Отсюда и изъ неравенствъ (104) легко усмотреть, что при 
вьшолненш перваго главнаго условк, указаннаго въ § 3 (п" 4), 
выражеше 

Д 

^1''" (О • 
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1 
есть малая величина порядка а = -ч- со ртносительно — , и, 

поэтому, оно должно быть присоединено 1п^п(пртиностицско-' 
маго приближеннаго выражешя интеграла [5У/'51']. Налсоцецъ, 
интегралъ, представляемый посл^днимъ членомъ второй части 
равенства (108), приводится къ виду: 

гд* 

'*^^~а(а— 1)...(а— ^-н1) ^"^ {г) с1/' ' 

при чемъ къ этому интегралу применима формула (105), тайъ 
какъ функщя /"Дл) при я = 2^ обращается въ безконечность 

порядка — а <С 1 относительно р . 

Указанный праемъ уб-Ьждаетъ въ теоретической возможности 
приводить приближенное вычислеше интеграла [^'//'5"] къ 
вычисленпо интеграловъ вида (16). Ниже (въ § 9) мы ука- 
жемъ друпе болйе непосредственные прхемы кычислешя инте- 
граловъ вида [^'//'^"]. 

§ 5. Видоизм1Ьиеи1я осиовиого процесеа вычисдеи1я при вы- 
поднен1и обонхъ главиыхъ усдовМ, указаииыхъ въ § 3. 

пЛ 16. Основной процессъ вычислешя, выясненный выше 
(въ § 4), можно видоизм-Ьнять, при чемъ и форма приближен- 
наго выражешя интеграла [^5] видоизменяется. Тогда какъ изло- 
женный выше процессъ вычислешя даетъ разложеше выражешя 



г (О 



по восходящимъ степенямъ количества — , друпе процессы 

приводить къ разложешю того же выражешя по другимъ убы- 
вающимъ функщямъ т. 
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Видоизмененные процессы вычислешя приближенныхъ выра- 
жешй интеграла [Щ отличаются отъ процесса, который изло- 
жена въ предгш^тву^ощеш» паразфафе, уравн^юмъ, слуашщог^ 
для замйвы лер^м^йнаго новшгь пвре1г6нбвмъ у. Вместо 
уравнейиг (17) берется вообще урабнеше вида: 

ф(^)«ф(ОфДу), (109) 

гдЬ ^^(у) есть функщя, голоморфная въ области точки у=0 
и удовлетворяющая условш: фД0)=*1. 

Функщя ^^{у) въ уравненш (109) можетъ имЪть различбыя 
формы. Нь зд]&сь мы 01:раничимся краткИмъ разсмотрЪшемъ лишь 
двухъ бол4е простйхъ случаевъ: 1) когда уразнеше (109) имЬ- 
етъ видь: 

Ф(^)«Ф(г;)(1-у) (110) 

н 2) когда уравнете (1091) представляется такъ: 

Въ § 9 МЫ разсмотримъ еще случаи, когда ф, (у) представ- 
ляется функцхями: е"^^ , 1 — у^у 2 V ? гдф V есть показатель 

кратности корня ^2? = ^ уравнешя: ф(^)=ф(^). 

п^П. Пусть перемЬнное ^з? преобразуется посредствомъ урав- 
нешя (110). При этомъ будемъ предполагать, что переменное 
у д']^Ёствительное и положительное, каковое предположеше, 
какъ МЫ увидимъ ниже (въ § 8), не ограничиваетъ задачи, 
такъ какъ выборомъ ортогональпаю основного пути (см. п^ 24) 
бываетъ можно достигнуть того, чтобы для кривой ^5, составляю- 
щей часть звена ^^' этого пути, переменное у было дЬйствитель- 
нымъ и положительнымъ. Ниже мы будемъ разсматривать инте- 
гралъ [Щ, отнесенный къ упомянутой части Х^ кривой С5^ 
предполагая, что точка 5 выбрана такъ, какъ было , указано въ 
^^10 (пункт. I). 
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Пусть фуншця ([г) йг представляется такъ: 

Пг) Лг=ау {Л у'* -*- 4 У*' -^- -»- 4- у''-' ■*- ^»К 

(112) 
гд'Ь дополннтельный членъ ^^, пусть шгЬетъ видь: 

Л,= У''^., (113) 

при чемъ ^В^ сохраняетъ конечное значеше на протяженш кри* 
вой ^^. ДМствительнвя части а\, а\,..., а', показателей а^, 
а, , . . . , а, пусть удовдетворяютъ услов1Я11ъ: 

-1« < < ^ • . . ^ «'.-. ^ »\. (ИЗО 

При этомъ интепшгь [^Н], преобразованной при посредстве 
уравнешя (110), представится такъ: 

[Ш = Г (О {2^. |(1-у)'^ У^* ^У -*-?.) , (114) 
гдЬ 

с 

?,=].(1-уГу"'^,ЛУ, (114') 

о 

прп чемъ количество ^^^ мен'Ье 1 и определяется изъ уравнен1я: 

Ф(5) -= Ф (О (1— /"а). (115) 

Очевидно, \ связано съ величиною ^^, которая определяется 
уравнетемъ (25), такъ: 

1— /1.= е~^^^. (1150 

Равенство (114) приводить задачу къ приближенному вычи- 
слешю интеграловъ вида: 



^,= ^ (1-уГ у^^ с1у. 
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Ин^емъ: 

гп 1 I 

о о ^,^ 

(116) 
_ Г(1-1га^)Г(1-1-т) . 

" Г(2-*-а4-нш) "^ *' 

1 
^*=— ]*(1-у)'"у"*ф. (116') 

Въ разенств'1 (116) выражеше 

П-на^) Г(1н-ш) 

есть приближенная величина интеграла ^|^, а ^]^ есть погр'^ш- 
ность этого вБфажешя. ВлЬст* съ тЬмъ. равенство (114) по- 
лучаетъ видь: 

кд=Г(0{Т^ ^';;^1У ^л.}, (1") 

гд-Ь Д^ есть погр-Ьишость, которая представляется такъ: 

Составляя формулы для опред^лешн предЬловъ погрешности 
Д^, сначала предположимъ, что всЬ показатели а^, а^,-.., а^ 
действительные. При посредств* формулы (2), примененной къ 
интегралу (116'), убеждаемся, что 

1 
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ЗагЬмъ при помощи соответствующей изъ формулъ (2) и (4), 
примененной къ интегралу (114'), находимъ: 

"1 

р = ХБ,|(1-у)'»у*.% 

(118') 

гд* В^ есть значеше функцш В^у соответствующее некоторому 
значенпо перем-Ьниаго у, заключенному между пределами О и ^^^ ; 
дал-Ье Х=15 если функщя В^ д-Ьйствительная, и | X | <] 1, 
если функщя В^ представляетъ мнимое количество. 

Наконецъ, при помопщ формулы (118) приводимъ равенства 
(117') къ сл-Ьдующему виду: 

0<в<1, 0<в,<1, 

при чемъ пределы члена р^ получаются помопцю формулы (118') 
а при нахожденш пред^ловь количествъ . { /] , -н (1 — т^^ ) 0^^. | ** 
должно им^ть въ виду, что при а;5.<:^0 имЬютъ силу неравенства: 

1^{-/).-4-(1-/5.)в,Г*^-/).'*, (119') 

а при «;{. > О им^ють силу неравенства: 

г/.^{у1,-н(1-.),)е,}«^<1. (119") 

Если коеффищенты Л^, Л^,...^, А^_1 и функщя В^ суть ве- 
личины действительныя, то, исходя изъ найденныхъ формулъ, 
можемъ для опред^летя пред^лонъ погрепшости Д^ получить 
неравенства, подобныя неравенствамъ (49'). 

7 
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Предположимъ теперь, что некоторые изъ показателей а^, 
а^,..., а^ мнимые. Въ этомъ случае изъ равенствъ (116') и 
(114') сл'Ьдуетъ, что 

1 

^*=5^й['(1-2/)'"Г'*%, (120) 

■"1 

|)^*|<1> О<0,<1, 
^ Г/, чш . л ^с Г(1-»-а,) Г(1н-ш) (120') 

о 

|Х|<1, о<е<1, 

гд* (хесть наибольшее значеше модуля функцш В^пря возра- 
сташи у отъ О до 1. ЗатЬмъ при посредстве формулы (2), 
примененной къ интегралу 

1 



/< 



убеждаемся, что равенство (120) представляется 1;акъ: 

^* = ^;^ {Л-^(^-'^^)Ч}'''- ^'Х^1 , (120") 
0<е,<1. 
ВместЬ съ тЬмъ равенство (117') получаете видъ: 

А» = ?»-^ ^ ш-1-1 2] МП^.-^-а-^).)^,}*» (121). 

|Х4|<1, 0<е^<1 (А;=0, 1,..., 8-1), 

при чемъ пределы величины р^ получаются при помощи ра- 
венства (120'), а для определенк пределовъ количествъ вида: 

{>1|-^(1-'/1|)0л}*'* 
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служатъ неравенства, получаемый .изъ неравенствъ (119') и 
(119'') заменою а^^ чрезъ а'^.. 

Определяя Г{1'^т) и Г{2-^л^'-^-т) при помощи формулы 
Стирлинга, можемъ убедиться, что при выполненш перваго 
главнаго услов1я, увазаннаго въ § 3 (п^ 4), порядоБъ погр^пшостн 
Д^, вхо]цпцей въ формулу (117), не ниже числа 1-1нх'^ отно- 
сительно — . По поводу членовъ приближеннаго вьфаженхя 
величины 

[СУ 



г (О ' 

,опред4ляемаго при помощи формулы (117), зам^тимъ, что чле- 
ны эти расположены по .функщямъ 



Г (2-*-а;5.-+-т) ' 

представляющимъ малыя величины порядка 1н-а'^. относитель- 

1 
но - . 
т 

Чт5 касается способовъ получешя разложенШ вида (112), 
то опять ваашымъ рессурсомъ въ этихъ способахъ является 
теорк ряда Лагранжа вмЬстЬ съ теоремою Боши-Руше, при- 
меняемая къ уравнешю (110), которое долакно быть представ- 
лено сл^^дующей форм^: 

^_г:=з,^0(^), (122) 

гдЬ V есть показатель кратности корня ^г==С уравнешя 4" {'^) =■ 

Порядокъ этого прим-Ьнеши аналогиченъ съ тЬы% который ука- 
занъ въ п" 13, и отличается .отъ посл^дняго лишь формою 
функцш (г). 

7* 
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Кром-Ь ряда Лагранжа, для получен1я разложенШ вида (112) 
можетъ служить рядъ Маклорена съ дополнительнымъ членомъ, 
разсмотр']^ше котораго приводить къ выводамъ, аналогичнымъ 
съ гЬми, кои изложены въ п^ ХА. 

СлЬдуетъ еще сказать, что если вышеуказанное услов1е, со- 
гласно которому д-Ьйствительныл части величинк а^, а^,..., а^ 
должны быть болЬе — 1, не выполняется, то предварительно 
необходимо прибегнуть къ праему, изложенному въ п^ 15, а 
при изв-Ьстныхъ услов1яхъ можно воспользоваться формулами, 
указанными въ § 9. 

^^8. Пусть переменное ^ преобразуется посредствомъ урав- 
нешя (111) и пусть при этомъ функщя /"(-з?) с?^ представляется 
такъ: 

П^) й^ = йу {А^у^'о^А, 2/«* -4- . . .-I- А^^, г/"^'-*-*-!?,}, (123) 

В = у-^В^, (124) 

при чемъ В^ пусть сохраняетъ конечное значеше на протя- 
жеши кривой С5. Для простоты будемъ предполагать, что пере- 
менное у для всЬхъ точекъ ^ кривой ^'^ остается действитель- 
нымъ и положительнымъ. Выполненхе этого условхя безъ огра- 
ниченхя общности решетя задачи достигается выборомъ ортот 
гональнаго основного пути (см. п^ 24). 

Предположимъ, что действительныя части а'^, а'^,. . ., а'^ кОт 
личествъ а^ , а^ , . . . , а^ удовлетворяютъ услов1Ямъ: 

- 1 < а^ ^ а', й .Уй а',^, ^ а',. (124') 

Интегралъ [Щ посредствомъ преобразовашя (111) и разложе- 
шя, ойределяемаго уравнешями (123) и (124), можетъ быть 
представленъ въ следуютцемъ вщ?Ь: ' 

[^$} = Г(0{2 ^*/(Г^-*-?|> (125) 

А:=0 о 
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ч. 



о 
при чемъ г^, опред^Ьляется изъ уравнешя 

Ф(^) = ^- (126) 

Очевидно, количество т^^ связано» съ величинами у; и /), , опрв- 
д']^ляеашми равенствами (25) и (115), такъ: 

1--1.= «'' = 1:^^|- (127) 

Равенство (125) приводить задачу К'ь приближенному вы- 
числешю интеграловъ вида: 



Находнмъ: 



о 



у "^ 



'^'^) (1-нг/)'^ ^ 



(1-^^)* 



ч« 



гд* 






1(128) 



^.=-/~^- а-') 



Бъ равенств'1 (128) внражеше 



Г(1-1-а^)Г(»»— 1— ад) 
Г(т) 
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есть приближенная величина интеграла ^^^, а 8^ есть погреш- 
ность этого выражен1Я. Вм'Ьст'Ь съ т'Ьмъ равенство (125) по- 
лучаетъ видъ: 

Ь=0 
гд-Ь Д^ есть погр'Ьшность, которая представляется такъ: 

А;=0 

Составляя формулы для опред'Ьлешя пред^ловъ погрешности 
Д^,, сначала предположимъ, что во* показатели а„, а,,..., а^ 
действительные. При посредстве формулы (2), примененной вь 
интегралу (128'), убеждаемся, что 

^ _ ( Ук У' С Ф 



— / Ук У" 1:^^ ^ 

-^1н-г/,/ (»»^-«;ь-1) (1-н/],)—»* - ' ^*>^- 

Зат4мъ при помощи соответствующей изъ формулъ (2) и (4)^ 
примененной къ интегралу (125'), находимъ: 

,-УП Г.у1±. ..^ Г(1-.-а,)Г(ш-1-а,) ' 

о 

0<в<1, 

где В^ есть значеше функщи В^, соответствующее среднему 
значешю переменнаго у, заключенному между пределами О и 
7],; далее, Х=1, если функцхя В^ действительная, и | 5^ | <^ 1, 
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если Вд есть функщя мнимая. Равенство (129') при помощи 
формулы (130) приводится ьъ виду: 

к=$—1 



^^=?-(1Т^11 ^Ч!^) "«»-1 ' ^^^^^ 



/ у, у. (1н-у),)°'*-ы 



при чемъ пределы члена р^ находятся помопцю формулы (131), 
при нахождеши же пред^лоБъ выражешя 






должно им-ЬтБ въ виду, что при а^ <С о им-Ьютъ силу нера- 
венства: 

а при а^{. > О им^ютъ силу неравенства: 

Если коеффипденты А^, А^,. . .у Лд_^ и функщя В^ суть коли- 
чества д-Ьйствительныя, то, исходя изъ найденныхъ формулъ, 
можемъ для опред-Ьлешя пред'Ьловъ погр-Ьншости Д^ получить 
неравенства, подобныя неравенствамъ (49'). 

Предположимъ теперь, что некоторые изъ показателей а^^, 
а,,.. ., а^ мнимые. Въ этомъ случае изъ формулъ (128') и 
(125') сл-Ьдуеть, что 

^* = ^й|(-|:^, |Х*1<1, (133) 
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'\У. 



О 

|Х|<1, 0<в<1, 

гд^ (X есть наибольшее значеше модуля функщи В^ при воз- 
растанш у отъ О до т;,. Дал-Ье, при помощи формулы (2), при- 
мененной къ интегралу 






равенство (133) приводится къ виду: 

^.= Ч (1^/' (,^,._ци,,)»-.. •-. ■ "'>-■• ('""» 
Вм-Ьст* съ гЬмъ равенство (129') получаетъ видь: 

1>^а1.<1' У*>т1.> 

при чемъ пред^^лы величины р, определяются при помощи фор- 
мулы (133'), а для опред^лешя пред^ловъ количествъ вида: . 



\1Л*/ 



служатъ неравенства, получаемыя изъ неравенствъ (132') и 
(132'') зам-Ьною а^ чрезъ <х\. 

Определяя Г{т) и Г{т — 1 — а^ при помощи формулы Стир- 
линга, изъ разсмотр-Ьши формулъ (133') и (134) можемъ убе- 
диться, что при выполнеши перваго главнаго условхя, указан- 
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наго въ § 3 (^®4), порядокъ погрешности Д^, входящей въ 
формулу (129), не ниже числа а'^-»-1 относительно — . По по- 
воду членовъ приближеннаго выражешя величины 

т_ 

Г(0' 

опред-Ьляемаго равенствомъ (129), завгЬтимъ, что члены эти 
расположены по функщямъ 

Г(т-а,-1) 
Г{т) 

представляющимъ малыя величины по]рядка 1 -•- а'^ относи- 

1 

тельно — . 
т 

Чтб касается способовъ получешя разложешй вида (123), то 
эти разложетя съ дополнительнымъ членомъ получаются при 
помощи ряда Лагранжа, прим-Ьненнаго къ уравнешю (111), ко- 
торое должно быгь представлено въ следующей форм*: ' 

гдЬ V есть показатель кратности корня ^=2^ уравнешя ф (-г^) = 
Ф(Ои 

^-М^)-(-ф(^)_ф(^) ) • (135) 

Порядокъ такого прим4нешя ряда Лагранжа и теоремы Еопш- 
Руше вполнЬ аналогиченъ съ гЬмъ, который указанъ въ '/г^13, 
и отличается отъ посл^дняго только формой функцхи (^). 

Ером4 ряда Лагранжа, для получешя разложешй вида (123) 
можемъ воспользоваться теораей ряда Маклорена съ дополни- 
тельнымъ членомъ, разсмотр-Ьше котораго приводитъ къ выво- 
дамъ, аналогачнымъ съ т-Ьми, кои изложены въ п^14. 
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Если /*(^) прп ^ = С обращается въ безконечность порядка не 

ниже 1 относительно — р, такъ что услов1я (124') не вбшол- 

няются, то вышеприведенныя формулы теряютъ силу. При этихъ 
услов1яхъ необходимо прибегнуть къ прхему, изложенному въ 
п®15, а при изв'Ьстныхъ условхяхъ можно вместо этого прхема 
воспользоваться формулахми, указанными въ § 9. 

§ 6. Объ основныхъ путяхъ, направленныхъ хорошо и нехо- 
рошо, и о крптпческомъ основномъ пути ЛВС. Особые случаи 
перваго рода. Случай, когда некоторый звенья основного пути 
интегрпрован1я им1Ью1ъ малую длину, и видопз]111Ьнен1е основного 
процесса вычпслен1я для этого случая. Случав, когда неглавный 
точки съ пзм1Ьнен1емъ параметровъ д1Ьла10тся главными. Под- 
главный точки. Расширенное ионят1е о главныхъ точкахъ и 
новое опред1Ьлен1е количества К^. Существенно особые случаи 
перваго рода. 

п^ 19. Переходимъ къ разсмотр'Ьнш процессовъ вычислеюя 
приближенной величины интеграла (1) въ особыхъ случаяхъ 
перваго рода. 

Эти случаи находятся въ связи съ понят1ямп о кришиче- 
скомъ основномъ пути ЛВС и кришическомъ значенш коли- 
чества К.^ (см. п^А). Критически! основной путь ЛВС есть 
тотъ, для котораго количество К^ обращается въ тгпгтит, 
но обусловленный важнымъ требовашемъ, чтобы путь ЛВС 
былъ при этомъ хорошо направленнымъ въ томъ смысле, какъ 
выяснено въ п^ 4. Необходимость посл'Ьдняго услов1я выте- 
каетъ изъ очень тонкихъ соображешй, кои легко упустить изъ 
виду и впасть въ противор'Ьчхе. 

Этотъ обусловленный тхштит К^ не всегда совпадаетъ съ 
безусловнымъ, каковое несовпаден1е особенно важно при обстоя- 
тельствахъ, приближающихся къ особому случаю перваго рода. 

Для основного пути ЛВСу нехорошо направленнаго, тть 
тит количества ^5Г, можетъ удовлетворять первому главному 
условш, указанному въ § 3 (^^ 4); но это можетъ послужить 
лишь к"ь недоразум^шю, если критическое значеше ЛГ,, т. е. 
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т1П11ПШп К^, обусловленный хорошимъ направлешемъ пути 
ЛВС, будетъ стремиться къ совпаден1Ю съ К^ . Негодность при 
этихъ обстоятельствахъ, харакшеризутцихъ особый случаи пер- 
ваго рода, прежнихъ формулъ, если бы мы взяли въ нихъ не- 
обусловленный тшшит К^, сказалась бы при т-Ьхъ изслгЬдова- 
шяхъ, коп разсматриваются въ пп^ 10 (пункт. II) II 12 и связа- 
ны съ вопросомъ о пред-Ьлахъ члена р^, входящаго въ составъ 
погрешности Д^. Разборъ этихъ вопросовъ, а также формулъ, 
приведенныхъ въ п^ 10, представленъ выше (въ п^ 12) и об- 
наруживаетъ при этихъ обстоятельствахъ неблагопр1ятное вл1я- 
те на результаты некоторыхъ тЪчекъ, обойденныхъ нехорошо 
направленнымъ основнымъ п)темъ ЛВС съ ц-Ьлхю понизить 
значеше К^. 

Въ виду важности этихъ вопросовъ и понятая о путяхъ хоро- 
шо и нехорошо направленныхъ, иллюстрируемъ связанныя съ 
ними представлешя чертежомъ, им-Ья въ виду особый случай 
перваго рода и воображая, для простоты, что основной путь 
ЛВС им-Ьегь только одну главную точку С При этомъ не- 
обходимо представить себ* семейство изомодулярныхъ кривыхъ 
Ь^, указанныхъ въ п^ 4. Напомнимъ, что точка г изомодуляр- 
ной кривой Хд. удовлетворяетъ уравнетю: 

1 ф (^) I = ДГ. е-^ 

гд-Ь X есть дгьйсшвительная величина. 

На фигур-Ь 1 изображешя соотв^тствуютъ случало, когда 
ф(^)==^~"*, при чемъ изомодулярныя кривыя Ь^ будутъ 
окружностялш, описанными изъ центра О. Радусъ окружности 
Ь^ представляется величиною 

и возрастаешъ при увеличенш х. Главная точка ^ при указан- 
номъ выбор-Ь функщи ф {^г) должна быть особою точкою функ- 
цщ /*(^). Въ этой точк-Ь должна быть укреплена игла, при 



— 108 — 

чемъ точка ^ пути ЛВС будетъ представлять, собственно го- 
воря, исчезающую петлю. На фигур-Ь 1 изображены: 1) изо- 




модулярная кривая Х^, на которой должна лежать точка ^, 
2) изомодулярная кривая X , играющая роль, указанную въ 
п'^4, и соответствующая конечному положительному значенш 
д, 3) изомодулярная кривая Х« , соответствующая безконечно 
малому положительному значешю е, 4) особая точка з функщи 
((г), лежащая на кривой Х» и находящаяся на конечномъ раз- 
стоянш отъ главной точки ^, 5) хорошо направленный путь 
ЛВСу представленный утолщенною лишей и имЬюпцй петли 
вблизи точекъ ^ и } и проходящШ чрезъ эти точки, когда 
петли обращаются въ точки, и 5) путь АВ* (7, эквивалентный 
пути ЛВС и им-Ьюпцй нехорошо направленное звено ^^?'С, 
изображенное пунктированною лин1ей. 

Для пути ЛВ'С, изображеннаго на фигур* 1, значеше ве- 
личины К^ будетъ некритическое и представится такъ: 

Докажемъ, что при такомъ значеши количества К^ направлёше 
основного пути ЛВ'С яе можетъ быть хорошимъ въ установлен- 
номъ смысл-Ь (см. 1гН), В-Ьтвь ^Б'С пути ЛВ'С должно по- 
строить такъ, чтобы при движеши по ней точки ;8г, начиная отъ 
точки С, модуль фукцш ф (^) постоянно убывалъ до величины 
К^. Такое именно построеше изображено на фигур* 1, при чемъ 
условхе эквивалентности этой в4тви съ ветвью X, ВС пути 
ЛВС потребовало направить кривую Х,В'С въ обходъ особой 
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точки 3, т. е. въ безконечно узкой полосЬ между сливающимися 
въ пред'Ьл'Ь окружностями Х^ и ^^ . При такихъ обстоятель- 
ствахъ в-Ьтвь ^ В''С должна встречать кривыя семейства Ь^ 
при Ойхй1 подъ углами, безконечно близкими къ О или тт. 
Это противоречить хорошему направленхю пути АВ'С. Легко 
при этомъ видеть и связь этого нехорошаго направлеюя съ 
нарушешемъ второго главнаго условхя, указаннаго въ § 3 
(п^б). Для в-Ьтви Х,ЙС наибольпия значеюя указанныхъ въ 

п° 6 отношешй — и ;7" * влхяюпця на величину (х, входящую 

въ формулу (68), будутъ стремиться къ безконечности съ при- 
ближешемъ г къ нулю, а также будетъ стремиться къ безко- 
нечности наибольшее значеше (х^ отношешя I : а?, входящее въ 
въ формулы (65/') и (66). Эти обстоятельства, а также при- 
сутствхе вблизи в-Ьтви Х,В'С особой точки } функщи 5,, ко- 
торая вл1яетъ на величины [х и (л', входяпця въ формулы (68) и 
(66), д^лаютъ въ данномъ случа-Ь негодными формулы для опре- 
д^летя чувствительныхъ пред-блонъ члена р^, представляемаго 
равенствомъ (24). 

Дал-Ье легко вид'Ьть, что для изображеннаго на фигур-Ь 1 пути 
ЛВС у удовлетворяющаго условхямъ хорошаго направлешя, кри- 
тическое значеше количества К^ будетъ: 

-йГ, = I -Иа) I = ^. е-* . 

Очевидно, оно будетъ безконечно близкимъ къ ^К,. Следо- 
вательно, при этихъ обстоятёльствахъ мы будемъ им-бть д^лосъ 
формулами, негодными для опред'Ьлешя чувствительеныхъ пред4- 
ловъ погрешностей 5^^, представляемыхъ равенствами вида (27'). 

Выходъ изъ этихъ затруднешй можетъ быть найдемъ только 
путемъ отд^льнаго разсмотр-Ьтя особыхъ случаевъ перваго рода. 

Вообще особые случаи перваго рода, какъ выяснейо 
въ § 3 {п^ 5), имФютъ м-Ьсто тогда, когда для крйтическа- 
го основного пути АВС отношете К^ : К^ стремится 
къ 1 всл-Ьдствхе изм-Ьнетя нЬкоторыхъ параметровъ, отъ 
которыхъ могутъ зависать какъ пред-блы Лп С интеграцхи, такъ 
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интегрируемая функщя *). Но характеръ этихъ особыхъ слу- 
чаевъ можетъ быть весьма различный, при чемъ эти случаи 
иногда требуютъ изм-Ьнешй въ самомъ процессЬ вычислешя 
(см. п^ 20), а иногда требуютъ лишь нЬкотораго расширешя 
П0НЯТ1Й (см. п^21), коими мы руководились въ обыкновенныхъ 
случаяхъ. 

Остановимъ ниже внимаше на сл^дующихъ двухъ просгЬй- 
пшхъ обстоятельствахъ, при которыхъ имФеть м4сто особый 
случай перваго рода: 1) когда н-Ькоторыя звенья основного 
пути ЛВС (см. п^ 8) им-Ьготъ малую длину, стремящуюся къ 
нулю, и 2) когда неглавныя точки основного пути ЛВС всл4д- 
ств1е измЬненк параметровъ, отъ которыхъ зависятъ функщи 
ф (^) и /'(^) и предЬлы Л п С интегращи, дЬлаются въ пред-Ь- 
лЬ главными. Посл-Ь этого установимъ поняйе о существепно 
особыхъ случаяхъ перваго рода, кои им-Ьготъ связь съ особыми 
случаями второго рода (см. § 7). 

/г^ 20. Пусть н-Ькоторыя звенья основного пути ЛВС им-Ьютъ 
настолько малое протяжеше, что модуль В функщи ф {^) на 



*) Зам-Ьтимъ, что при близости отпошен1я К^х К^ ш> \ формулы пред- 
шествующнхъ параграфовъ не всегда безусловно негодны, ибо он* зави- 
сятъ отъ выраженхя {К^ : К^^\ которое, если отношенхе Е^ : К^ еще не 
обратилось въ 1, иногда можетъ быть достаточно мало. Все д^Ьло зависитъ 
отъ порядка <у, опред'Ьляемаго уравнен1емъ: 



(: 



к,) -ш" 



Этотъ порядокъ представляется нроизведенхемъ — . р, гд-Ь д определяется 

1дт 

равенствомъ (70), и можетъ быть иногда достаточно высокъ, несмотря на ма- 
лый множитель д^ ибо другой множитель ^ — весьма великъ. Предшествую - 

Щ1е ир1емы приближеннаго вычислен1я интеграла [ЛВС] становятся негод- 
ными, если порядокъ <х будетъ недостаточно высокъ. Впрочемъ лучше всего 
при оц^Ьнк^Ь годности ихъ руководиться разсмотрЬн1емъ пред'Ьловъ погреш- 
ности. 
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этомъ вротяжешп колеблется въ т-Ьсныхъ пред-Ьлахъ *). При 
этихъ услов1яхъ тах1шит тахтогшп К^ модуля В функцш 
ф (^) для точекъ ^ кривой ЛВС будетъ мало отличаться отъ 
величины ЛГ,, соответствующей тому же пути. Следовательно, 
отношеше К^ : ЛГ, будетъ близко къ 1, а величина д, опреде- 
ляемая равенствомъ (70), будетъ близка къ нулю. При этихъ 
условхяхъ вышеуказанные процессы, определяющ1е прибли- 
женную величину интеграла [ЛВС], становятся негодными. 

Въ такомъ случае звенья весьма малой длины надлежитъ вы- 
дгьлишь изъ состава основного пути ЛВС и разсмотреть эти 
звенья отдельно отъ кривой X, составленной изъ оставпгахся 
звеньевъ. Еъ кривой ^ можно применить новую консерватив- 
ную деформащю для понижешя отношешя К^\ К^ и затемъ 
воспользоваться вышеуказанными процессами вычислешя соот- 
ветствуюш;аго интеграла. Чтб же касается звеньевъ основного 
пути АВС^ имеюш;ихъ весьма мялую длину, то для прнбли- 
женнаго вычисленш соответствуюш,ихъ имъ интеграловъ су- 
ществуютъ особые процессы, къ разсмотрешю которыхъ мы 
лерейдемъ. 

Предположимъ, что ^ есть главная точка и ^^' есть соот- 
ветствуюш;ее звено основного пути АВС^ принадлежащее ко 
второму роду и имеющее весьма малую длину. Это звено вто-^ 
раго рода переходить въ звено перваго рода, если одна изъ 



*) Разсматриваемый случай представляетъ большую важность. Между 
прочимъ, онъ часто представляется въ Теорхи В^роятвостей. Такъ, въ тео- 
рем*]^, обратной теорем^^ Якова Бернулли, приходится вычислять прибли- 
женную величину интеграла 

въ которомъ I есть весьма малое количество. Равнымъ образомъ при вы- 
воде прямой теоремы Бернулли, теоремы Пуассона и другихъ важн^йшихъ 
теоремъ о в'Ёроятностяхъ массовыхъ явлен1й также ю1']Ью1ъ м^сто случаи 
этого рода. 
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точекъ $ и ^' сливаенся съ точкой С По этому въ данномъ 
случае удобн-Ье не разбивать звена I $' на звенья первагб рода 

Само собою разумеется, что при настоялщхъ обстоятель- 
ствахъ мы вправ-Ь разсматривать лишь тотъ случай, когда 
функщя /*(^) при ^=^^ сохраняегь конечное значеше или 
обращается въ безконечность порядка мен^е 1 относительно 

—у . Требуется при этихъ услов1яхъ получить приближенное 
выражеше интеграла: 

[Ц']= Гд^)ф^(^)ег^. (136) 

(«СО 

Предположимъ при этомъ, что ^ не есть особая точка фун- 
кции ф (^) и что V есть показатель кратности корня ^=2^ урав- 
нешя: ф (^) = ф (^. 

Для получешя искомаго приближеннаго выражешя интеграла 
[5^'] разсмотримъ отдельно, во-первыхъ, прхемъ, основанный на 
преобразоваши перем-Ьниаго -зг при помощи уравненхя, которое 
получается изъ уравнешя вида (17) зам-Ьною у чрезъ у^, и, 
во-вторыхъ, прхемъ, основанный на разложенш интегрируемой 
функщи по функщямъ вида: 

гд4 я есть определенное постоянное количество. 
I. Положимъ: 

ф(^) = ф(г:)е-^'. (137) 

Уравнеше это приводится къ виду: 

^_^ = 2,0(^), (137.) 

р1|1ТО 
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Выражен1Ю 0(-г?), им'Ьющему V значешй, должно приписать 
определенное значеше. Такъ, если ^ и ф(^) дфйствительныя 
количества для точекь я звена Е^', то значеше функцш 0(^) 
должно избрать такъ, чтобы количества: 

были также действительными. 

Обозначимъ вообще чрезъ щ' путь, описываемый точкою у^ 
для которой им-Ьеть силу уравнеше (137,), въ то время, когда 
точка ^ описываетъ звено \^. Будемъ им4ть: 

[НП = ГСО^е--''^ ({,) I йу. (138) 

Ы) 

Зат^мъ постараеися получшъ для фуншци 

П(,) = /-(.)| 

разложеше, подобное разложешю вида (19). Въ данномъ случае, 
т.е. при весьма малой длин* пути ^^', для полученк этого раз- 
ложешя особенно удобно примтьненге теорги ряда Лагранжа съ 
теоремою Еоши-Руше^ ибо при этомъ особенно легко удовле- 
творить всЬмъ условхямъ этой теоремы для точекъ у преобразо- 
ваннаго пути щ\ длина котораго будетъ весьма малая. Требуе- 
мое прим-Ьнеше ряда Лагранжа съ теоремою Коши-Руше подоб- 
но тому, которое выполнено въ пЧЗ. 
Для функц1и /*(^) вида: 

/*(^) = (^-013-«55(^), (138,) 

гд* ф{2) есть функц1я голоморфная въ области точки ^ = ^ и 
не обращающаяся въ нуль при -з? = ^, будемъ ймЬть: 

Ля 

и{у)=Г{^)-^У=У^-'Н{г), (138,) 

8 
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Выбравъ положительное число г такь, чтобы оно было мен-Ье 
разстояшя точки ^ отъ ближайшей особой точки функщй 
Я(^) и (-е^), обозначимъ чрезъ N и Ж" модули тахшит 
таххтогит функщй 

Л' (^ -4- ге"") и —0 (^ -н ге^*) 

при возрастанш со отъ О до 27г. Предположимъ, что для всЬхъ 
точекъ у пути щ' илгЬемъ м^сто неравенство: 

\У\ .М<1. (138,) 

Такъ какъ для весьма малаго звена ^^' путь щ' эквивален- 
тенъ пути '/10у)', составленному изъ прямолинейныхъ отр-Ьзковъ 
7)0 и О/)', то пусть деформащей звена 5^' путь г^г{ приведенъ 
въ совпадете съ ломаною лишей г^Ог/. При этомъ условхе (138^, 
которое должно им^ть силу для всЬхъ точекъ у пути у)г/, за- 
меняется услов1ями: 

|У1| .М<1 п |-/]'1 .М<1. (138,) 

Выполнеше этихъ условхй обезпечено вообще т-Ьмъ, что ко- 
личества I '/) I и I г/ I весьма малы, а количество г можетъ быть 
выбрано такъ, чтобы величина М принимала наименьшее зна- 
чеше. Вм-ЬсгЬ съ тЬмъ будутъ выполнены всЬ услов1я прим-Ьнешн 
теоремы Еопш-Руше къ разложешю по формул* Лагранжа функ- 
щй Я (;2?), а затЬмъ функцш П (у), Такимъ образом'ь будемъ имЬть: 

"- \-\у1.М 1Х1<1. (188.) 



гд4 
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Пользуясь этинъ разложешенъ, будемъ В1г]&ть: 

1.2 ах. «'«-^-••• 

-*"1.2...(8-1) 1^* «^-.-^Р.), (139) 

=|е-'»^'' /+*-'%, (139.) 

. г, 

р _ {е--У' X ^ ^Л^^УР^'^'% ,139 ^ 

р^-^^ '^' 5 1- |у| .лг • (^^^»^ 

Ы) 

Формула (139) опред4ляетъ искомую приближенную вели- 
чину интеграла [^5'], принимая количество р^ за погр-Ьшность. 
Составляя формулу для опред-блетя пред'Ьловъ этой погр-Ьш- 
ности, представимъ равенство (139,) въ формЬ: 

?. = Л-?'.. (139з) 

гд* 

?'.=/ и р\ = ] , (139,) 

(0.) (0>/) 

при чемъ подразум']&ваёмая интегрируемая функщя въ инте- 
гралагь, стоящихъ во вторыхъ частяхъ равенствъ (139^, оди- 
наковая съ функщей, стоящей подъ знакомь интеграла (139,). 
Преобразуя въ интегралахъ (139^ перемЬнное у при помощи 
соотв'Ьтствующихъ уравненШ: 



у =:: т ^ ,(].и и у = т ^.т^'.и 



8* 
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и притомъ считая пути От) и От)' за прямолинейные,. зат4мъ 
разсматривая модули преобразованныхъ интеграловъ, уб-Ьж- 
даемся, что 

_|^ 

\?>\<_ ^>ч-. — ] ^ ** ^**' 

8 .т " (1— |у)|Д/) О (1395> 

3 . ж М1— I '1' I -3/) О (139,) 

гд-Ь |3', а;^ и ж'о суть д^йствительныя части количествъ р, т^ 
и г/''. Помопцю ' равенства (139з) и неравенствъ (1З95) и 
(139^ уб-Ьждаемся, что 



?8 р'н-5 



. ( IV (и) и^'^'^^йи, (140) 



$.ш 



"^ ^ 1— I 7) I .АГ 1— I У] I .Ж " * '^ 

(141) 

Въ различныхъ приложещяхъ найденныхъ формулъ къ Тео- 
рш В-Ьроятностей приходится им4ть д*ло съ случаями мен4е 
общими, въ которыхъ приходится полагать: V==2, |3==1 п 
считать интегрируемую фуикщю и ;1ерем4нныя ^е? и 2/ действи- 
тельными. При этихъ услов1яхъ вышеприведенный формулы 
упрощаются. Такъ, интегралъ ^^^, определяемый равенствомъ 
(139^), представляется такъ: 

^к^^ в-^*2/*^2/, (142) 
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а форвфха -(1-894) приводвется къ виду: :: . 

Изъ этого выражешя р^ и ивъ формулы (2) видно, что 
5 1 — V.М^ ^ ^ 1-^V.М •' 



(143) 



(Ш) 



-1<Х<^1, : 

тд* г; есть наибольшее изъ количествъ | т] | и | у)' | . 

Вм^ст-Ь съ т^мъ ишёградш1Нр^часвдмъ даетъ возможность 
вычислеше всЬхъ интеграловъ* е/]^. вида (142) свести къ вычи- 
слешю интеграловъ ^^ и е/^. При этомъи велиздна интёфала 
^^ находится помопцю изв'Ьстныхъ >габлицъ, а интегралъ ^^ выра- 
жается въ простой конечной форвй. 

Црим^ръ прим-Ьнетя вышеприведенныхъ формулъ данъ въ 
§§ II и Ш моей статьи: <Предп>лы погргьшностей приблио/сен- 
ныхъ выраоюенгй вгьрояттюсти Р, разсматриваемой въ те- 
оремть Якова Бернуллиу и въ дополненш къ этой стать-Ь (Матем. 
Сборн., т. XX, 18&В). ^ - .' 

Особенность указаннаго сейчасъ процесса вычислешя инте- 
грала [55'] для весьма малаго звена ^$', между црочимъ, состо- 
итъ въ томъ, что онъ не утрачиваетъ силы при удлтнети 
пути 55'. 

Этою особенностш не обладаетъ другой процессъ вычисле- 
шя интеграла [55'], къ разсмотр-Ьтю котораго мы теперь пере- 
ходимъ. 

П. Разсмотримъ зд^сь процессъ вычислешя интеграла [55'], 
основанный на разложенш интегрируемой функцш /*(-г^) ф^ (-г^) 
но функщямъ вида: 
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гд-Ь V есть показатель кратности корня -8? = ^ уравнешя 
ф (^8') = ф (^). При этомъ предположимъ, что функщя /* {^) въ 
области точки ^ = ^ представляется подъ формой (138^ичто 
весьма малое звено 55' не выходить изъ пред-Ьловъ круга сходимо- 
сти разложешя функцш /*: (^) ф ^ (-2^) въ рядъ;, Тейлора по степе- 
нямъ ^ — С 

Это последнее предположеше даетъ намъ право въ дальней- 
шемъ считать путь 55' за пару прямолинейныхъ отр-Ьзковъ 5^ 
и С5' съ которыми онъ можетъ быть приведенъ въ совпадеше 
консервативно11 деформащей. 

Количество Н можемъ выбрать произвольно. Но по особому 
мотиву, который выяснится невшого позже этому количеству 
надлежитъ дать сл-Ьдующее значеше: 

— Ф^"*^ (1) 
1.2...V.4^(д 
Дал-Ье положимъ: 

Р{^)=ф{^)\Щ\ е (146) 

и загЬмъ раздожимъ фуншцю 1Р{1^) въ рядъ Тейлора по сте- 
пенямъ ^ — ^. Получимъ: 

(147) 
гд-Ь В^ есть дополнительный членъ, который для точекъ ^з? пу- 
ти 55', состоящаго изъ двухъ прямолинейныхъ отр-ЬзкоБъ 5^ и 
^5', можетъ быть представленъ такъ: 

1 

^^^ \л!~^-1) I (1-^)'""* ^''' (^-^-^(^-О) ^^. (1470 
о 

При помощи соотв-Ьтствующей изъ формулъ (2) и (4) равен- 
ство (147') приводится къ виду: 
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гд* Х=1, если количество 2^^*м ^-♦-б (^—^) ) действительное, 

и I X I < 1, если количество Е^^^ I ^-^ О (-г?-~0 ) мнимое. 
Изъ равенствъ (138,), (146) и (147) сл-Ьдуетъ, что 



к=8—^ 



/•(.)Г(^) = 'Г(0{2 ^е-^^^-«)^ (.-0^-*- 



(149) 

н-(^-0^-'^г,е-"^^^-«^']. 

Вторая часть равенства (149) им-Ьеть общ1й множитель 

модуль котораго при значеши Л^ опред'Ьляемомъ помощш уран- 
нен1я (145), должепъ убывать, когда точка ^ движется по зве- 
ну 5^' отъ точки С Въ этомъ уб-Ьавдаемся изъ разсмотр-Ьтя 
разложевая функщи ф (^) по степенямъ ^ — ^, которое имЬетъ 
видь: 

Ф(^) = Ф(0{1-я(^-г:г -+-...}, 

И изъ того, что модуль ф (^) убываешь при движеши точки ^ по 
звену 5^' отъ точки ^, при чемъ дЬйствительная часть количества 
Н{^ — ^"^ должна быть положительною. Это свойство выгодно 
отражается на дальнЬйпшхъ вычислетяхъ, въ чемъ и заключается 
мотивъ, оправдываюпцй вБопеуказанный выборъ количества Л. 

Теперь при помощи разложешя (149) убеждаемся, что ин- 
тегралъ [^,5'] представляется такъ: 

(150) 
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гдЬ 



^^= Ге-'"^^"-*)' {г — 0^+*-' йг, (150') 

р,= Г Е. е-^^(*-^^'(г - Г)^- ' («^ . (150") 



=1^ 



Въ формул* (150) Ру есть погрешность приближеннаго выра- 
жетя интеграла [5^']. По поводу опред'Ьлешя предЬловъ этой 
погрешности сд-Ьлаемъ сл4дуюпця зам^чаюя. 

При д-Ьйствительныхъ значенхяхъ перем-Ьниаго г и функщй 
/*(^) и ф (;8?) формула (150") приводить къ следующему ра- 
венству: 

? = {в^е-^^^^-^У (^ — 0/3-* йу. (151) 

Помощш этого равенства и формулы (148), а также фор- 
мулы (2) убеждаемся, что 

^_т'^(Х^^Ц\,^Щ^^^ 0<е<1,Н<^<^;(151') 
1.2. . .$ 



.=] 






Примерь применеюя формулъ (150) и (151'), дань въ § I 
моей статьи: ^Предтьлы погргьшиостей приблиоюенньа^ шраже- 
оюенгй втьроятности Р, раэсматргшаемой въ теоремгь Якова 
Бернуллпу и въ дополнети къ этой статье (Матем. Сборникъ, 
т. XX, 1898). 

Какъ видно И8ъ равенства (146), коеффищенты въ разло- 
жеши (147) и въ формуле (150) зависятъ отъ большого числа 
т, которое также скрыто содержится и въ выражеши В^, опре- 
деляемомъ при помощи равенства (147'). Это обстоятельство 
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неблагопрхятно влшеть на по1ф'Ьшность р^, если путь II' удлин- 
нэется. Эта особенность формулы (150) не прннадлежтггъ, какъ 
мы вихЬли, ((юрмул'Ь (138). Поэтому посл-Ьдняя формула Щ)ед- 
почтительн-Ье, когда порядокъ малой велитанн ^ — С относи- 

тельно — ме1гЬе высокъ; а формула (150) предпочтнтельн'Ье, ког- 

да, наоборо1%, этотъ порядокъ бол4е высокъ. Какая пзъ этихъ 

формулъ выгодн-Ье въ данномъ случае, это еще лучше решает- 
ся сравнешемъ пред'Ьловъ погрешностей. . 

п^ 21. Въ предшествую щемъ п^ мы разсмотр^лп одинъ пзъ 
такпхъ случаевъ перваго рода, которые похребова^ш н^кото- 
ръ^го отступлешя отъ формулъ, указанныхъ въ §§ 4 п 5. Но 
существуетъ обширная группа такпхъ особыхъ случаевъ пер- 
ваго рода, въ которыхъ почти не приходится делать отступлен1й 
отъ прежнихъ пр1емовъ и формулъ, по въ которыхъ необходимо 
лишь 2^(1сшг1ри7пь несколько понят{е о главныхъ точкахъ. Одного 
этого расширен1я бываетъ достаточно, чтобы устранить всЬ 
затруднеша п превратить эти особые случаи въ обыкновенные. 

Таме особые случаи перваго рода связаны съ существова- 
шеиъ такь называемыхъ подглавныхь точекъ, пграющихъ столь 
же важную роль, какъ и главный точки. 

Новое понят1е о подглавныхъ точкахъ, котораго не пм^лп 
въ виду прежнзе авторы, составляется легко, исходя пзъ пред- 
ставлеы1й о случаяхъ обыкновенныхъ, удовлетворяющихт. вс4мъ 
услов1яиъ Бозможиостп прим-Ьпешл процессовъ приближеннаго 
вычислеи]я, основанныхъ на теореме IV (тг" 9) и отделен!» 
второстепе1гаыхъ частей (п" 10, пункт. I), или же на теореме 
УГ (мМО, пункт. II), 

Вообразимъ одинъ пуъ такихъ обыкновенныхъ случаевъ, 
Въ этомъ случае, следовательно, отношеше К^К^ на *со- 
птную величину менее 1, такь что выполняется безусловно 
первое главное услов1в, указанное въ § 3 (п"4), Предполо- 
ждмъ вместе съ т^мъ, что основной путь ЛВС шйетъ не 
менее двухь главныхъ точекь. (Такому требован1Ю удовлетво- 
рдетъ, напримеръ, при 1)>1 основной путь Л, рассмотрен- 
ный въ и"*? и имеющей важное значеше въ Теор1и Вероят- 
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ностей). Каждая изъ главныхъ точекъ С^^йз- • м^я (*^ -> 1) Р^^- 
сматриваемаго основного пути АВ С окз^жетъ свое влшше на при- 
ближенное выралтеше интеграла [ЛВС% вносл въ составь 
этого выра:кен1я соотв'Ьтствующее слагаемое. Эти слагаемыя 
ойозначимъ соотв-Ьтственно чрезъ 



такъ что будемъ ны4тъ: 

[ЛВС\ = К,'^ {2,4-2, 



2,-^^}, (152) 



гд-Ь Д есть погрешность. При г^томъ^ какъ легко уб'Ьдпться^ 

порядки количествъ Д, 2.^ у,.., 2^ относительно — будугь 

представляться конечными числами. Дал'Ье, для главныхъ то- 
чекъ им'Ьемъ равенства: 



|ф(^0 1 = 1-И^.)1 =^^^=11(^1 



(1520 



Иредположнмъ теперь, что функц1н ^|^(^) и /'{^) и пределы 
инте1Т)ац1И Ли С завнсятъ отъ нЪкоторыхъ царамет1:10въ, оно- 
собныхъ изм'Ьняться непрерывно, п вообразнмъ весьма ма.тыя 
изм-Ьнен^я этихъ параметровт., достаточный для того, чтобы нару- 
шить равенства (152')^ При этомъ непрем-Ьнио окажется, что чи- 
сло главныхъ точекъ сд'Ьлается меюъе п. Такое примечательное 
обстоятельство предшествующими авторами не выясняетса и 
даже можетъ въ ихъ теор1и привести къ пропуску во второй 
части равенства н'бсколькнхъ слагаемыхъ, соотв'Ьтствующпхъ 
точкамъ, кои перестали быть главными, хотя на самомъ д^л^ 
вл1яше такихъ слагаемыхъ на сумму можетъ быть значительно 
сравш1тельно съ прочими слагаемыми. Такой пропускъ могь бы 
проЛтн даже совершенно незам4ченнымъ при отсутств1н оценки 
пред^ловъ погрешности приближеннаго выражен1я интеграла 
[ЛВС]- 

Очевидно, при разсматриваемыхъ обстоятельствахъ на приб- 
лиженную величину интеграла [ЛВС] будугь вл1ять не однЬ 
только главныя точки основного пути ЛВС, по п друля точки. 




— 123 — 

которыя ори весьма маломъ пзм^ненш параметровъ перешли 
изъ глав»гыхъ точекъ въ неглавншя и, обратно ^ мот7Тъ пзъ не- 
главныхъ опять сд'блаться главными, благодаря новымъ весьма 
ма.1гьпгь изм'Ёнешлмъ параметровъ. 

Теперь остается сд1Ьлать лпшь одно важное зам4чан1е, посл§ 
котораш можно будетъ установить строгое понят1е о додглав- 
ныхъ точкахъ, 

Вообразимъ группу точекъ 

въ составъ которой входятъ: 1) всЬ пзображен1Я корней 
уравнен1я : -у (^г) = 0, для которыхъ фупкц1Я -^(г) не есть 
нудь, 2) вс4 особый точки функд1н ^{г) '\*"и^^), для которнхъ 
функц1Я ф {^) не обращается нн въ нуль, пи въ бесконечность, 
и 3) точки А и С^ если он-Ь при консервап1вной деформащи 
пути ЛВС не могутъ быть перем'Ьщаемы п не совпадаюгь съ 
изображешямп корней уравнешя ф(^^) = 0. При этомъ ноложе- 
ше точеьт» (153), которое вообще зависнтъ отъ т-Ьхъ же пара- 
мет1)овъ, будетъ изм-Ьняться непрерывно, Главныдточки, которыя 
какт^ пояснено въ /Г 3 и нолн'Ъе буяетъ доказано въ § 8^ 
должны принадлежать кь труи^^^ точекъ (153) *), также будутъ 
завБсЬть отъ параметровъ и также будутъ непрерывно пере- 
мещаться при изм*нен1Л параметровъ. 

Зам^тпвъ это, вообразпмъ первоначальное полошеше выше- 
упомяпутыхъ главныхъ точект* С|? ^а>* • ■> ^л^ ^^ которыхъ тгЬ- 
^ ютъ силу равенства (152') н выполняются всЬ условия получе- 
шя приблцженнаго выражешя интеграла [ЛВС] по формул* 
(152). Зат-Ьмъ предположпмъ, что вышеупомянутые параметры 
безЕОнечно ма^ю изменились и равенства (152') нарушились. 
Вм-Ьсте съ т4мъ группа точекъ (153) можетъ опред4леннымъ 
образомъ передвинуться, а также могутъ переместиться точки 



ч 



*) Не трудно уб-Ьдрпъся при похожи консерБатпвной деформаши и по- 
нят1л о главно!* точк*, что внкакая точка, ве прппадлешащая къ групп* 
(153), ве можетъ быть главнее. 
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^а ^а»"-? ^п? составляюпця часть этой группы, занявъ новые' 
положешя* которыя не т[.)удно отличить^ пбо точкп этн будутъ 
соотв-^Ьтственно весьма блпзкшш къ первоначальпымъ положе- 
шямъ. Эти ноеыя поАоженгя точекъ С», ъ^—м ч„ образуютъ, 
есть вмтьстть, совощптсть иавныхъ и подаавныхъ ^почекъ, при 
чемъ т4 изъ нихъ, для которыхъ модуль '| (г') ии'Ьетъ наиболь- 
шее значеи1е А", будутъ глтнымщ а всЬ остальныя подглав- 
ними. Вм-ЬсгЬ т-Ь ц друпя точкп будемъ называть иааными вь 
расширенно.ш смысл7ъ. 

Вообще, если С есть одна и^ точенг (153) гь если, не буду- 
чи главною, она при весьма маломъ излтненги парамешровъ д^ъ- 
лается главною^ то точка С есть под1швнан точка основною 
пути ЛВС. 

Возникаетъ загЬлгь вопрасъ о построеши звеньевъ основного 
путн ЛВС, соотв'Ьтствующих'ь подглавнымъ точкамъ, Построе- 
Н1е это выполняется вооби^е въ сл'Ьдующемъ порядке. Пусть 
К есть подглавная точка- Вообразимъ сначала то положе- 
ше ея, когда она является главною точкою^ п вообразпагь 
также звено ^^' второго рода (см. пЧО), соответствующее 
этой главной точк4 и принадлежащее основному П1ти ЛВС. 
Это положеше основного пути ЛВС и его звена ^'^" назовемъ 
первоначальпымъ. ЗагЬмъ будемъ представлять себ-Ь эту кривую 
^'^", как7* нить^ точки Н' и Е" которой укреплены неподвижно, 
при чемъ остальныя части нити могутъ нерем'Ьщаться свободно, 
встречая препятств1Я только^ въ пглахъ, укр^пленныхъ въ 
особыхъ точкахъ фуншци ^(з) ^'^ {^). Дал-Ье представилгь себ^ 
т4 изм4нен1Я параметровъ, кои превращаютъ главную точку ч 
въ подглавную, при чемъ эти пз»гЬнен1я вызовутъ передвпже- 
ше иглъ, которыя должны перемещаться вм^ст-Ь съ особыми 
точками функцш ^{^]'У^(^^) п при этомъ могуть зад'Ьть и 
весьма мало деформировать нить ^^". Посл'Ь того^ ка1гь точка 
С сделалась при данныхъ значен1яхъ параметровъ нодглав- 
ной, подвергнемъ нить ^^" безконечно малой консервативной 
деформад1Н (при которой остаются неизм'Ьнными параметры и 
инте1Т)алъ [^^"]). Эту деформац1ю должно произвести съ ц-блью 
отыскать основной путь Л, эквивалентный пути, представ- 
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ляемому нитью 1!\'\ При этой копсерватпвной деформа- 
щи точки V " V' опять будутъ неяодвпжнымп, а осталышя 
части будутъ перемещаться пока гаахшит тах1тогип1 модуля 
Е функд1И ф (^) для точекъ ^ деформируемаго пути ^'^" не 
прхобрЪтетъ наименьшаго значеп1Я, Эту консервативную дефор- 
иад1ГО постараемся осуществить такъ, чтобы выполнялись для 
нскомаго основного путп Л оба главпыхъ условия, у(са:тнныхъ 
въ § 3 {*г*г°4 и 6). Очевидно, подглавная точка ^^ будеп, 
главною точкою основного пути Л5 эквпвалентнаго путп \%*\ 
Вм'Ьст'Ь съ гЬмъ этотъ путь Л мы п буд*?мъ считать звеномь 
второю рода, соотв-Ьтствующимъ под главной точкЪ I и принад- 
лежащимъ новому положен1Ю основного путп ЛВС, которое 
соотв'Ьтствуегь изм'Ьшгвшнмся параметрамъ. 

Строеше указаннаго звена Л второго рода, которое попреж- 
нему будемъ обозначать чрезъ Н'^' н которое можно разбить 
на два звена перваго рода, будетъ удовлетворять всЬмъ усло- 
В1ямъ, д,1я прим^нентя к"ь этимъ звеньямъ основныхъ процес- 
совъ, иэложенныхъ въ §§ 4 и 5. Если подглавная точка С 
есть особая точка функц1И /*(-?) |^'^(^), то соответствующее ей 
звено 1'^" должно и>гЬть петлю /У и можеть быть полнее 
обозначено чрезъ ^'^'У'^". 

Можеть иногда случиться, что подглавною точною будетъ 
та пли другая изъ точекъ Л п С. Въ такомъ случае, перво- 
начальному положенш этой точки, когда опа является главною^ 
будетъ соотв'Ьтствовать первоначальное звено перваго рода^ 
(1;Д( или ^^_^^^^)у которое также нужно подвергнуть сначала 
деформац1и, вызываемой Т13йгЬнек1емъ параметровъ, а потомъ 
отд:Ьлъной консервативной деформацш, дабы получить основной 
путь Л, соотв^Ьтствующгй этому пути, и наконецъ ввести этотъ 
основной путь въ составъ полнаго основного пути ЛВС, какъ 
звено, соответствующее разсматриваемой подглавной точк'Ь, 

Въ § 8 будетъ указанъ способъ построения орпогональнаго 
основнаго пути ЛВС^ прим-Ьнимый одинаково как"ь при отсут- 
ствш подглавныхъ точекь, такъ и при пхъ существоваши* 

Очевидно, веб пзложенные въ §§ 3,4 и 5 др1емы, формулы 
п теорелпя распространяются на случай, когда существуют^ 



^ 
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подглавныя точки, которыд при этомъ до^тжно трактовать какъ 
главБЫЯ* Такь, величина К^ дяя основного путл ЛВС\ иагЬю-* 
щаго подглавныя точки, определяется по тому же правилу, 
которое указано въ «М; но главный точки при этомъ опре- 
д4лен1н нужно понимать не въ прежнемъ, а въ расширенномъ 
смысле, т, е. нужно къ главнымъ точкамъ въ црежнемъ смысле 
присоединять еще подглавныя. Следовательно, при определети 
величины К^ нужно разсматрпвать значен1Я модуля Е функц1)1 
ф (^), указанный въ п^ 4, иск.1Ючая пзъ нихъ тЬ, кои соотв-Ьт- 
ствуютъ не только главнымъ точкамъ, но и подглавныагь, Фо])*- 
мулпруемъ теперь правило для онред^лешл величины К, 
слЬдумщимь образомъ. 

Пусть точка ^ огтсываетъ основной путь ЛВС, БуОемь 
при этомъ слгьдить за гилишеигями модуля Л функши ^ [г)^ 
зам1ьчан его тахтит'ы и ттгтиш'ы^ а также значенгя тпо- 
го модум^ сооттътатующгя\ 1) корнямъ уравнешя |'(г')^0, 
лежшцимъ па 1:рто11 ЛВС^ 2) тгьмъ особымъ точкамъ функти 
({2) ф^ (^), вблизи кошорыхъ основной путь ЛВС (^разуешь 
п&тли, касаясь иыъ, и 3) точкамъ Л и С. Изъ указанныхъ 
зпачеигй модуля В исключимъ т^ь, кои соопгвгьтствуютъ глав- 
иымъ и под иавнымь точкамъ основного пути АВС^ и выберемъ 
изъ остальныхъ замш^енныхъ значенШ модуля В наибольшее^ 
которое и обозначимъ чрезь К^. 

Если хорошо нащихвлепиый основной путь -45(7избранъ такъ, 
что находимая по этому правилу величина К^ нр1обр'Ьтетъ наи- 
меньшее значете, то это значете будемъ называть попрежнему 
критическимъ. 

Выяснимъ зат^мъ основашя, по которымъ разсмотр-Ьнный слу- 
чай существован1я подглавныхъ точекъ должно трактовать какъ 
особый случай перваго рода. Если критическш основной путь 
ЛВС им^Ьегь подглавныя точки и если кь этому пути прим'Ьэить 
преэюнгя понят1я о главныхъ точкахъ, не прп^шспяя къ нимъ под- 
главныхъ, то соответствующая величина К^ получить другое зна- 
чеше: она будеть представляться, как-ь аюдулъ функфн ф (г), со- 
отв'Ьтствуюо1,)й зн;1чен1Ю 2, совпадающему съ одной тгзъ подглав- 
ныхъ точекъ 5 (такь какъ при это51ъ подглавнымъ точкамъ будутъ 
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соотБ'Ьтствовать гаах1тит'ы модуля И функцхн ф (зг) при дви- 
жеши точки г по крпвой АВС^ н наиболып!^ взъ нихъ, на 
основанш указаннаго въ п'^4 правила, совпадетъ съ величиною 
К^У Но если Л". ^= I ф (з) 1 ^ гд* } есть подглавная точка, то 
отношен1е ТС : К^ должно быть блилкпмъ юь 1 и должно 
стремитьсл къ 1 въ предЬл'Ь, когда, всл4дств1е изм-Ьне* 
Н1Я параметровъ, подглавная точка з сделается главною. 
Такпмъ образомъ, при со:сранен1п прежныхг поняпй, мы 
емъ при данныхъ обстоятельствахъ особый случай пер- 
ваго рода, въ котород^ь формулы и пр^:^цессы^ изложен- 
ные въ §§ 3 — 5 тераюгь силу* Но всЬ эти затруднешя 
сразу устраняются однвмъ только расшпрешемъ ионят1я о 
главныхъ точкахъ, присоединяя къ нимъ подглавныя точки. 
Это расширеше изм^Ьнптъ опред'Ьлен1е величзгаы Л'^ и, вообще 
х^оворя, поништъ эту велпчзшу. 

Случай существовашя подглавныхъ точедгь встр'Ьчается во 
ыножеств'Ь вонросовъ. Такъ^ онъ представляется при указан- 
Бомъ ниже (въ п^ 34) вычнслетн приближенной величины 
4>ункд1и Х^ Лежандра, Случай этогь ыожетъ представляться 
также при вычислеши в-Ьроятлостн Р^, определяемой равен- 
ствомъ (11"')' 

Перейдемъ зат^мъ к"ъ нонят1ю о существенно особыхъ слу- 
уоягъ пвреат рода, 

Можетъ случиться, что при вышеуказанномъ новомъ опре- 
д'Ьлен!!! величиры ЛГ^, соотв4тствующемъ расширенному поня- 
тно о главныхъ точкахъ, отношеше К^ : К^ не будетъ стре- 
миться къ 1, но т'Ьмъ не мен^е вознщаетъ новое зашруднтге^ 
Такое обстоятельство представляется, наприм-Ёрь, для случая 
безконечно малаго пути 5^\ разсмотр-Ьниаго въ к''20. Этотъ 
путь \\' можно консервативно деформировать^ при чемъ \я \* 
останутся неподвижными. Этой деформащей можно достигауть 
того, чтобы точки ^ и 5' сд'Ьлались подглавными и чтобы отноше- 
ше К^ : К^ при новомъ опред^ленш К^ не стремилось ьгь 1. Но 
этотъ пр1емъ въ данномъ случае совершенно безполезенъ, ибо 
онъ только превращаетъ особый случай перваго рода въ слу- 
чай безко печной близости другъ къ другу точект. главной и 
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подглавной лрлнадлежаицй, какъ по1;азано ниже (въ п^22)^къ 
особымъ случаямъ второго рода. Такой особый случай второго 
рода самъ требуетъ обратыаго пр11веден1Я къ особому случаю 
перваго рода, раз смотренному въ п^20. 

Еслп 150обще особый случай перваго рода обладаетъ такпмъ 
свойствой1ъ, что при разсмотр'Ьнш подглавныхъ точекъ и при 
соотв-Ьтствующемъ новомъ олред'Ьленш критичечтго значешя 
ЛГз тЬмъ не мен4е либо отношенье К^ : К^ остается стремя- 
щимся къ 1, либо особый случай перваго рода переходить въ 
особый случай второго рода, то при такпхъ услов1яхъ разсма- 
трпваемый случай будемъ называть существенно особымъ слу- 
чаемъ перваго рода, Въ § 8 будутъ обнаружены полп4е слу- 
чаи этого рода. 

§ 7. Особые случаи второго рода. Разлпя&ып шъ характеръ* 

п^22. Изъ опред-йлешл особыхъ случаевъ второго рода^ ко- 
торое дано было въ пМ2, видно, что эти случаи, связанные 
съ вопросомъ о возможности для точекъ у кривой 0^^ разло- 
жешя (19), весьма разнообразны. Разсмотримъ отдельно не- 
сколько грулпъ такихъ особыхъ случаевъ предполагая, что у 
и ^ связаны соотношешемъ (17). 

I, Есть случаи^ когда функц1Я 

п «=/■(-)! 

совершенно не способна разлагаться въ области точки у^(У 
по формуле (19). Особые случая при такомъ усювш требуютъ 
перем-Ьны самаго вида разложенк функщн 11 (у) и раслростра- 
нен1я основного процесса вычислен1я на таыя видоизм4нвнныЕ 
разложешя. Такъ^ если ц не есть особая точка функд1п ф (^) и 
если /*{г) представляется въ форм'Ь: 

/'(,) = (,_е;)/з-^(^) 12^(^-0 

гд* ф {^) есть функц1я голоморфная въ области точки = ^\ 
и не обращающаяся въ нуль при ^ =^*С, и п есть ц^лое поло- ] 
яштельное число^ то, въ случае преобразовашя перем'Ённаго ^ 
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при помощи уравнен1я (17), функщя П (у) представляется въ 
форм^: 

П{у) = I?- '<р. (О -+- Ь^- '?. (<) 1§У -^ . . . -н <^- '?„(<) 18"у, (154') 

гд* Ь^у" я 9о (0> ?1 (^)>"-??я(0 суть функцш голоморфный 
въ области точки ^ = 0. При этихъ обстоятельствахъ функщя 
II {у) разлагается по фуншцямъ вида: у'^к \§\ такъ что можно 
для приближеннаго вычислешя интеграла [^Н] предложить про- 
цессъ, который отличается отъ изложеннаго въ п° 9 тЬмъ, 
что интегралы /^ вида (27) заменяются интегралами вида: 

^,,, = ^ е-'''^1/«^1е>%. (155) 

Очевидно, интегралъ /^^.^ получается изъ упомянутаго инте- 
грала ^^. дифференцировашемъ его 5 разъ по параметру а^.. 

П. Бываютъ случаи, когда вышеуказанная функщя П (у) не 
им-Ьеть особыхъ точекъ на протяжеши кривой О'/;, кромЬ точки 
2/ = О, и способна разлагаться по степенямъ у, но лишь въ 
области, крайне ограниченной, благодаря тому, что фуншця 
П{у) им-Ьетъ вблизи точки «/=0 особый точки. Предположимъ 
для простоты, что функц1я и (у) имЬетъ только одну такую 
особую точку у=.у^, не лежащую на кривой Ог^. При этихъ 
услов1яхъ для устранешя затруднешй опять вообще приходится 
видопзм4нить разложеше функц1и П {у). Такъ, если X, не есть 
особая точка функщп ф (^) и если функц1я /*(^) представляется 
въ форм-Ь: 

Г{^) = (^-0^-^ (^-^.)^(^), (156) 

гд* Ъ не есть ц^лое положительное число, г^ есть точка, не 
лежащая на протяженш звена ^Н, но безконечно близкая къ ^, 
ф (^) есть функцхя голоморфная въ областяхъ точекъ ^ = 2^ и 
= ^^ , то, въ случае преобразован1я перемЬннаго г прп по- 
мопщ уравнешя (17), можемъ функцш П {у) разложить по 
функщямъ вида: 



У^'(У-У,)\ 



9 



— 130 — 
гд'Ь у^ есть безконечно малая величина, опред§ляеиая такъ: 

Вм-Ьст-Ь съ т-Ьмъ приближенное вычислеше интеграла [Щ 
сведется къ приближенному вычислешю интеграловъ вида: 



=.[ 



Этотъ сложный прхемъ можетъ быть избегнуть въ томъ слу- 
чае, если точка «/ = О не есть особая точка функцш П {у) и 
если для вышеуказанной точки г =^ г^ модуль ф {^% ^ болгье мо- 
дуля ф (0). При этихъ услов1яхъ возможенъ сл-Ьдуюпцй поря- 
докъ вычислешя интеграла [^Н]. Соединимъ точку г^ съ точкой 
X, прямою или кривою лишей ^^ ^, для точекъ ^ которой наиболь- 
шее значеше модуля ф {^) есть модуль ф (^,), и присоединимъ 
эту ЛИН1Ю ^, ^ весьма малой длины къ звену Х^. ЗатЬмъ разсмот- 
римъ интегралъ [^1^^], у котораго путь ^Д^ интегрировагоя 
обладаетъ свойствами основного пути и состоитъ изъ един- 
ственнаго звена перваго рода съ главною точкою ^, , при чемъ 
точка ^ рратитъ значеше главной и сделается простою точ- 
кой. Вм^стЬ съ т-Ьмъ будемъ им-Ьть: 

т = {^щ-{^д, (156"') 

ГД'Ь интегралы [-з^^^Н] и [;гг^^ вычисляются при помощи фор- 
мулъ, данныхъ въ предшествуюш,ихъ параграфахъ, при чемъ 
интегралъ [^, ^], отнесенный къ пути г^ ^ безконечно малой длины, 
вычисляется по формуламъ, даннымъ въ п^ 20. 

Ш. Иногда особый случай второго рода проистекаетъ отъ 
безконечной близости двухъ посл^довательныхъ главныхъ или 
лодглавныхъ (см. ^^21) точекъ X, а X! другъ къ другу. Въ 
«амомъ д-Ьл-Ь, при этомъ услов1и по крайней мЬр-Ь одна изъ 
упомянутыхъ точекъ (пусть она есть X,) будетъ такова, что для 
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нея вышеуказанная функщя П (у) будетъ им4ть особую точку 
У, опред^ляевсую уравнешевгь: 

у' = '6^ (157) 

н безконечно близкую къ точкЬ у = 0. При безконечной бли- 
зости двухъ главныхъ или подглавныхъ точекъ ^ и ^ возмо- 
жевъ слЬдуюпцй прхевгь. Предположимъ, что консервативной 
деформащей части Щ основного пути ЛВС можно достиг- 
нуть того, чтобы эквивалентный путь ^$^' им4лъ безконечно 
малую длину. Точка $ подразделить кривую чНч' на дв-Ь части 
^5 и ^^\ также имЬюпця весьма малую длину, при чемъ вы- 
числеше интеграла [^С] будетъ приведено къ вычислешю 
Бнтеграловъ [^^ и [^'$]. Къ этимъ посл-Ьднимъ интеграламъ 
можно зат^мъ прим']&нить прхемы, изложенные въ п^ 20, если 
точка 5 избрана подъ услов1ями: 

|ф(^)|<|-ИО| и 14^(^0 |<Ф(С). (158) 

IV. Можетъ случиться, что главная точка ^ основного пути 
ЛВС есть особая точка функцш ф(^). Такъ какъ модуль ф(^ 
при этомъ представляется конечною величиною К^ , то для этой 
особой точки функц1я ф (^) не обращается ни въ нуль, ни въ без- 
конечность. Если эта особая точка алгебраическаю характера, 
т. е. функщя ф(^е?) въ области этой точки разлагается такъ: 

гд^ п есть цЬлое положительное число, то преобразоваше 
лерем'Ённаго ^ при помощи уравнен1я: 

приведетъ задачу къ обыкновенному случаю, такъ какъ точка 
^ = О не будетъ особою точкою функцш 

9* 
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Но если особая точка Т, функции ф (^) не алгебранческаго ха- 
раш'ера, то опять придетсд изыскивать другую форму разло- 
жен1Я функцш П {у) и съ нею поступать такъ, каь-ь иояснено 
вьппе (см, пункт, I). 

Зам^тпмЪу что при разсл-Ьдоваши особыхъ случаевъ второш] 
рода можеиъ также пользоваться вм'Ьсто уравнен1я (17) лю- 
бымъ лзъ уравненШ (109), (ПО) п (111). 



§ 8. Модулярная поверхность. ДеФорнацЕл, опред1Ёля10шал 
основоон яуть, ортогональный къ лпн1яиь уроиня этой лов1*р1- 
ностн. Главвыя л иодглдвныл точка ортогонАльнлю оеновяого 
дутл я его колпчествевные элеяевтм К^ л К.* Портальное 
значеи]с ислачвам К,\ поршальвыя точкп я сущест^ЕСННО оеооые 
случаи игрваго рода. Порпальвыя звенья яерваго л второго 
рода. Дополвительная дсФормац1я ортогональиаго оеновпого л утл. 
О длив* и другнхъ своиствагь лннШ О/)' л /)г/, соотвЪтствуш- 
щн1ъ полному звену 1;^ л его второгтепевноя части ^^' для 
случая ортоюлальнаго основвого нутл. Характеръ главяьиъ, 
подглавных1| п вормальвшъ точекъ основного нутя л прпзна)^п, 
вкь опрод'ЬлЛ1ощ[е. Неортогональные основные нутл лвтсгра- 
ровал1л. 

п^^ЗЗ. Вс'Ь предшествующ1е выводы получены въ предполо- 
ложенШ] что возможно построить основной путь ЛВС, эквн- 
валентны'й данному пути аЪс и удовлетворяющ1Й изв^стнымъ 
услов1ямъ. Поэтому упомянутые выводы получать окончатель- 
ную прочность лишь при онравданш всЬхъ этпхъ нредположе- 
шй ностроешемъ удовлетворяющ^аго имъ основного путпЛВИ 
Эта ц-йль будета достигнута въ настоящемъ парагра(|гЬ. 

Нвже буделгь предполагать^ что функщя ф (^з) есть любая 
алгебрическая или так^^я трансцедентная, которая подобна 
алгебрическои, т: е. им'Ьетъ па плоскости комплекснаго нере- 
м^ннаго ^ отд-Ьльныя особыя точки, свойственный алгебраиче- 
скимъ функщямъ, а нрп вс4хъ остальныхъ конечныхъ значе- 
шяхъ ^ конечна и непрерывна. Для всЬхъ безконечныхъ значен! |1 



щ 
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Л! пусть модуль ф {^) обращается либо въ нуль, либо въ 
безконечность. 

Для простоты, ограничимъ еще функцш ф (^) предположе- 
шемъ, что ея модуль В есть однозначная функпдя перем^ннаго ^. 

Изъ предшествующаго видно, что изслЬдоваше изм^нешй 
функщи ф {г) и ея модуля им-Ьетъ важное значеше въ зада- 
че о приближенномъ вычпслеши интеграла: 

[аЪс\ = Г {{^) ф'^(^) йг. (159) 

О (аЬс) 

Эти пзм-Ьнеюя принимаются въ соображеше при консерватив- 
ной деформацш пути интегрировашя, указанной въ §§ 2 (п*^ 2), 
3 (пп^ 3 — 6) и 6 {п^ 21) и служащей для опредЬлен1я хорогио 
направленнаго основного пути ЛВС, а также его количествен- 
ныхъ элементовъ К^ и ЛГ,, вл1яющихъ на быстроту убыван1я 
н^которыхъ членовъ погрешности приближеннаго выражеюя 
интеграла [аЬс]. 

При выполнеши указанной въ §§ 2, 3 и 6 деформацш при- 
ходится перемещать гибкую нить, изображающую путь инте- 
грацш, съ такимъ расчетомъ, чтобы, по возможности, понижать 
тахипит'ы и ттштит'ы модуля В функцш ф (^), соотв-Ьт- 
ствуюпце этому пути. Въ видахъ болЬе успЬшнаго достижешя 
этой ц4ли полезно изучить изм^нешя модуля В при посред- 
ств-Ь модулярной поверхности^ определяемой уравнеюемъ: 

^г = I Ф (^) I , (160) 

при чемъ точки этой поверхности определяются сл-Ьдующими 
построешями. Къ плоскости комплекснаго перемЬннаго въ ея 
точке ;г^ возстановимъ перпендикуляръ въ данномъ положитель- 
номъ направлеюи и на этомъ перпендикуляре возьмемъ точку 
М, отстоящую отъ а на длину 7? = | ф (;2г) | . Эта точка М счи- 
тается принадлежащею разсматриваемой модулярной поверх- 
ности. Ниже эту точку М модулярной поверхности будемъ 
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обозначать тою же буквою 2^ какъ и соответствующую точку ^ 
плоскости комплекснаго перемЬннаго *). 

п^ 24. Путь интеграцш можетъ быть теперь изображен'ь 
кривою аЬс, которая лежитъ на модулярной поверхности. Кон- 
сервативную деформацш) этого пути будемъ наглядно пред- 
ставлять т4ми же средствами, какъ это сд-Ьлано для пути, изо- 
браженнаго кривою аЪс на плоскости комплекснаго перем4н- 
наго 2. Такимъ образомъ, кривую аЬс, взятую на модулярной по- 
верхности, мы будемъ принимать также за гибкую, растяжимую 
и сжимаемую нить, способную перемещаться по этой поверх- 
ности свободно, встр-Ьчая задержку лишь въ особыхъ точкахъ 
функщи /*(^) ф*^ (^). Въ этихъ точкахъ модулярной поверхно- 
сти пусть укр-Ьплены безконечно тонк1Я твердыя иглы, произ- 
водяпця эту задержку. Точки а и с кривой о&с, лежащей на 
модулярной поверхности, будемъ считать неподвижными, кромЪ 
того случая, когда кривая аЬс замкнутая (а=с) и притомъ, 
когда функц1я ({&)'^^^{г) при обход* точкою з кривой аЬс 
сохраняетъ одно и то же значен1е какъ при выход* г изъ 
любой ея точки ^, , такъ и при возвращешп г въ ту же точку 
^4 поел* обхода. 

Воспользуемся еще однимъ представленхемъ, которое обнару- 
живаетъ особенную выгоду употреблешя модулярной поверх- 
ности, д-Ьлающей простымъ и нагляднымъ изыскаше основнога 
пути интегрирован1я. Вообразимъ, что гибкая нить аЬс, обладая 
вышеуказанными свойствами, въ то же время оказывается тя- 
(иселою, при чемъ сила тяжести пусть направлена перпендику- 
лярно къ плоскости комплекснаго перем-Ьннаго ^. При этомъ 



*) Свойства модулярныхъ поверхностей подробно разсматриваются въ 
глав* III моей диссертац1и: ^Рядь Лтранжа"^ для случая, когда ф(хг) 
пм-Ьегь видъ: V ? (-ег), гд* ? {е) есть однозначная функщя. Изъ этой главы 
мы заимствуемъ многое, необходимое для настоящей нашей задачи. Если 
бы функц1я ф {а) им-Ьла другой видъ, т. е. если бы модуль ея былъ много- 
значною функц1ею Ф (^)» то форма модулярной поверхности осложнилась 
бы. Так1е случаи пришлось бы связать съ поверхностью Римана. 
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услов1и части нити обе, свободныя отъ задержекъ, будутъ 
сползать внгсзъ подъ дЬйствхемъ собственной тяжести. Встр-Ь- 
тивъ при этомъ сползаши ту или другую иглу, нить за нее 
ц-Ьпляется, при чемъ^соотв-Ьтствуюпця части нити будутъ под- 
держиваться иглою, каЕъ подв-Ьшенныя на нее. Пусть части 
нити, спустившаяся до горизонтальной плоскости ^, проведен- 
ной на данномъ маломъ разстоянш Д отъ плоскости ком- 
плекснаго перем-Ьннаго ^, не могутъ сползать ниже плоскости ^, 
но ложатся на нее. Эта плоскость ^ пусть проведена такъ, 
что нить аЬс въ первоначальномъ положеши не им-Ьотъ то- 
чекъ, лежащихъ ниже уровня этой плоскости. 

Будемъ воображать, что разсматриваемое сползаше происхо- 
дить подъ вл1ятемъ не одной только тяжести, но тому же 
сползашю дус1ъ помогаютъ руки, подвергаюпця, между про- 
чимъ, н-Ькоторые элементы нити, о которыхъ р-Ьчь будетъ ниже, 
особымъ растяжен1ямъ и безконечно малымъ добавочнымъ пе- 
рем']&щешямъ. 

Вышеуказанное сползаше нити аЪс можетъ быть осуществля- 
емо различными способами; но, им-Ья въ виду получить орто- 
гональный основной путь (см. п^ 4), которому принадлеонмтъ 
наилучшее изъ хорошихъ направленгй, подчинимъ это движете 
одному частному условш, устанавливающему соотвЬтствхе между 
элементами деформируемаго пути въ его первоначальномъ по- 
ложеши ойс и въ окончательномъ положеши а'Ъ'с\ Съ цЬлш 
установить такое соотвЬтствхе, допустимъ, что сползающая нить 
можетъ перемещаться лишь подъ услов1емъ, чтобы каж- 
дая ел тючка^ пока она не встргьтитъ особаго препятствгя^ 
двигалась внизъ по линщ ортогональной къ лингямъ уровня мо- 
дулярной поверхности^ т. е. къ стьченгямъ этой поверхности 
горизонтальными плоскостями *). Назовемъ такое движете 



*) О лпншхъ уровня модулярной новерхностп п объ ортогональвыхъ къ 
нимъ лишяхъ см. въ стать*: „Рлдг Лшра}<ока'\ гл. Ш, §§ 10, И п 12. 
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нити сползаигемъ по ортогональиымъ направлетямъ или орто- 
гональнымъ сползаигемъ, 

Напомнимъ здЬсь, что упомянутая ортогональная линхя опре- 
деляется уравнешемъ: 

ТГ= С0П81,, (161) 

гд'Ь ТГ есть амплитуда функц1и ^{^)- 

При сползаши нити по ортогональиымъ направлетямъ, вс4 
ея элементы, кромЬ особенныхъ, о которыхъ сейчасъ будемъ 
говорить, будутъ стремиться занять въ конц'Ь этого движешя по- 
ложеше на лиши уровня, лежащей въ плоскости X, при чемъ 
первоначальное и окончательное лоложешя каждой точки ^ 
сползающей нити будутъ началомъ и концомъ той ортогональ- 
ной в^тви, которую описываетъ эта точка при разсматривае- 
момъ движенш, такъ что для тою и другого положеигя ампли- 
туда функцш ф (-2?) будешь одна и та оюе. 

Такимъ образомъ, устанавливается соотв-Ьтствхе между точ- 
ками эквивалентныхъ путей аЬс и а'Ъ'с\ кром* точекъ осо- 
бенныхъ элементовъ дефорвшруемаго пути аЬс. Эти особенные 
элементы ортогонально сползающей нити суть тЬ, кои при 
вышеуказанномъ сползаши ея встр-Ьчаютъ особыя препятствхя. 
Таше особенные элементы нити могутъ представиться ъъ 
трехъ случаяхъ: 1) когда безконечно малый элементъ нити, 
сползая, встр-Ьчаеть своею промежуточною точкою ^ одну 
изъ вышеупомянутыхъ твердыхъ тлъ^ 2) когда промежу- 
точная точка ^, принадлежащая безконечно малому сползаю- 
щему элементу нити и, по условш, движущаяся по ортого- 
нальной лиши, встр-Ьчаетъ кратную точку X, этой лиши, т. е. 
точку въ которой эта ортогональная лишя развгьтвляется, 3) 
когда безконечно малый элементъ нити содержитъ какую либо 
изъ точекъ, которыя при разсматриваемомъ сползанхи нити 
должны оставаться неподвижными. 

Разсмотримъ отдельно въ .этихъ случаяхъ деформащю ука- 
занныхъ особыхъ элементовъ нити, состоящую вообще въ 
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томъ, что особый элементъ, встр-Ьтивплй препятствхе, подвер- 
гается при далън^йшемъ движеши особому растяоюенгЮу превра- 
щающему его изъ безконечно малой дугп въ кривую конечной 
длины, состоящую изъ в-Ьтвей ортогональныхъ лиши. При 
этомъ будемъ представлять себ^ предельный случай, когда вс-Ь 
замкнутыя кривыя, по которымъ пересЬкаются поверхности иглъ 
съ модулярною поверхностью, обратились въ точки, при чемъ 
и петли превращаются въ точки. Посл-Ь построетя путиа'Ь'с', 
соотв-Ьтствующаго этому предельному случаю, можемъ, утолщая 
иглы, расширить и, такимъ образомъ, возстановить исчезнув- 
ппя петли. 

I. Пусть 5 есть особая точка функщи /*(-г?);|'^ {^) и въ ней 
укреплена безконечно тонкая игла 2. Пусть безконечно малый 
элементъ ^^^.^ ортогонально сползающей нити аЪс встрЪчаетъ при 
своемъ движеши эту иглу. Очевидно, элементъ ^,^^ нити дол- 
женъ им^ть на своемъ протяженш между крайними точками 
^^^ и ^2 такую промежуточную точку -г^,' которая движется по 
ортотональной линш ^У^ , проходящей чрезъ точку з- Признакъ 
ея тотъ, что амплитуда функц1и ф {^) совпадаетъ съ амплиту- 
дою величины ф (з). Поел* встречи элемента ^,^., съ иглою ^, 
этотъ элементъ, при дальнЬйшемъ спо.т1зати нити, зацепив- 
шись за иглу, пусть вытягивается. Чтобы представить себе эле- 
ментъ 0^^^ НИТИ аЬс после растяжешя, вообразимъ прежде всего 
точки ^^ и ^.^ п промежуточную точку -гг въ пхъ первоначаль- 
номъ положенш (когда элементъ -г^,^^ лежалъ выше уровня 
точки з) и ортогональння линш N^ и Л^. , проходящ1Я чрезъ 

точки ^^ и ^^, и представимъ себе ветви ^^/^ и 0^/с^ этихъ 
ортогональныхъ лпнхй, ш1Сходящ1я отъ точекъ ^^ и ^4 до со- 
ответственныхъ точекъ /, и /,, лежащихъ въ уровне X. 
Найдемъ затЬмъ предтьльныя положенхя ветвей ^,/, и ^,/^^ 
когда точки ^^ и ^^ сливаются съ промежуточной точкой ^, 
лежащей на лпшп Л^^ . Эти предельныя положешя предста- 
вятъ собою опредтьленныя ветви ^^' и ^^" ортогональной линш 
^5 » при чохмъ точка -г лежптъ выше уровня точки з? ^ точки 
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\' и Н" пом-Ьщаются въ уровн-Ь X. Если отъ каждой изъ этихъ 
в-Ьтвей отнимемъ общую часть ц^ то получатся также опредЬ- 
ленныя вФтви 5^' и зН" ортогональной лин1и Щ . Эти втьтви 
должны войти въ составь искомаго пути аЪ'с', образуя вмгьстгь 
его часть ^' з^", полученную въ результатть растяжеигя элемен- 
та 2 ^,^^ который до растяженгя билъ безконечно малъ и въ 
предгьлгь представлялъ собою точку г перестьченгя кривой Щ съ 
первоначальнымъ положенгемъ нити аЪс, При этомъ нужно 
воображать, что найденная часть Н'з^" им4етъ пешлю^ обра- 
тившуюся въ точку 5- Чтобы возстановить эту исчезающую 
петлю, вообразимъ, что игла 2 утолщается, растягивая петлю. 
Пусть посл4 утолщешя иглы пересечете ея съ модулярною 
поверхностью представляется безконечно малою замкнутою кри- 
вою р^^р. Пусть вышеуказанныя в-Ьтви зН' п зН" ортогональной 
лиши Щ пересекаются съ кривою рдгр въ точкахъ / п г'\ 
Исчезнувшая петля з? - по возстановленш ея, представится опре- 
дгьленною дугою //' кривой рдгр, при чемъ въ составъ пути 
а'Ъ'с' войдегь вместо Н'з^" кривая Н^/'^", слагающаяся изъ 
восходящей ортогональной в-Ьтви $'/, петли /У'' и нисходящей 
ортогональной в4тви /'Н". Строете кривой Н'/-2^"$" для слу- 
чая, когда 3 есть главная точка Х., изображено на фигурахъ 
2 и 3 (см. п"" 28). 

П. Пусть 3 ес1ъ кратная точка линш Щ , ортогональной къ 
лин1ямъ уровня. Такая лин1я, разветвляясь въ точке з? имеетъ 
V нисходящиосъ отъ точки з ортогональныхъ ветвей (V ^ 2), при 
чемъ точка з? какъ известно, характеризуется темъ, что для 
нея имеетъ силу уравнен1е *): 

4"(3) = 0. (161') 

Пусть безконечно малый элементъ 2^2^ ортогонально сползаю- 
щей нити, пересекаюпцйся съ лишей Щ , достигъ своею про- 



*) С\1. ^,Рядъ Лаграпжа^^ гл. Ш, §^ 7 и 12. 
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межуточиою точкою ;?', лежащею на ортогональной линш К^ , 
точки 5. При дальн-Ьйшей деформацш элемента ^,^, разсматрп- 
ваемой сползающей нити онъ долженъ вытягиваться, такъ какъ 
въ дальн^йшемъ движеши его точки ^^ и-ег^, спускаясь по орто- 
гональнымъ путямъ, должны пойти по двумъ различнымъ на- 
правлешямъ. Чтобы представить себ-Ь безконечно вгалый эле- 
ментъ ^^ г^ посл4 растяжешя его въ лишю конечной длины, 
вообразимъ прежде всего точки г^ъ г^-л промежуточную точку 
2 въ ихъ первоначальномъ положеши (когда весь элементъ ^^^з^^ 
лежитъ выше уровня точки з) и ортогональныя линш Ж^ и ^У.^ , 
проходящ1я чрезъ точки ^з^ и ^4, и представимъ себ-Ь в-Ьтвп 
^^/, и -2^2 /о этихъ ортогональныхъ лиши, НИСХ0ДЯЩ1Я отъ ука- 
занныхъ точекъ ^, и ^д до соотвЬтственныхъ точекъ ^\ и /д, 
лежащихъ въ уровне ^. Найдемъ затЬмъ пред^ьльныя положе- 
шя ветвей ^2^/^ и ;2г.У2,когда точки 21 ^ и;ггд сливаются съ про- 
межуточной точкой ^ элемента ^^^^^, лежащей на линш ^^ . Эти 
пред'Ьльныя положешя представятъ собою опредгьлениыя нисхо- 
ДЯЩ1Я в-Ьтви ^Н' и ^Н" ортогональной лиши 2У^5, при чемъ 
точка ^ лежитъ выше уровня точки з, а точки ^' и Н" пом-Ь- 
щаются въ уровн-Ь ^. Если отъ каждой изъ в'Ьтвей ^г^' и ^Н" 
отнимемъ общую часть ^^, то получатся въ остаткЬ также дв'Ь 
опредгьлениыя в-Ьтви ортогональной линш К^, нисходящ1я отъ 
точки 3- Эш!^ деть втыпви и должны войти въ составь искомаго 
пути а!Ъ'с\ образуя вмтьстть его часть ^'з ^"> полученную въ 
резулыпатть растяженгя элементна ^,^.^, который до растяже- 
нгя бы.гъ безконечно малъ и въ предтьлгь предстивлялъ собою тючку 
2 перестьченгя кривой Щ съ первоначальнымъ положенгемъ нити 
аЪс. Изъ бол4е внимательнаго изучешя направлешй ортого- 
нальныхъ В'Ьтвей, пдущихъ отъ точки з^ сл-Ьдуотъ, что в-Ьтвп 

зН' п 3^" образуютъ при вершине з уголъ, равный — , при 

чемъ вышеуказанная ортогональная в-Ьтвь -г^з Д'Ьлитъ этотъ 
уголъ пополамъ. Доказательства этихъ зам-Ьчан^й им-Ьются въ 
глав'Ь Ш статьи <Рядъ Лагранжа>. 
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Но если особая точка 1^ фуыкщп ф (^) не алгебраическаго ха* 
рактера, то опять прндетсл лзысклвать другую 11>орму разло- 
жен1Я фунщш II (у) и съ нею поступать такъ, К11кь пояснено 
выше (см. пункт, I), 

Зам'Ьтпмъ, что при разсл'Ьдованш особыхъ случаевъ второш 
рода можемъ также пользоваться вм'Ьсто уравненхя (17) лю- 
бымъ шъ уравненш (109)^ (110) и (111), 



§ 8. >1(>дуля|)иая пооерквость. ДеФормац1я, омред']Ь,1Яшщад 
0СНО11И0Н иутЬ} ортого1Ц1льны^ къ лпн1ЯЛ1ъ уроиая это1[ поверх- 
вости. ГлакБЫД п иодглавпыя точкп ортогоплльвпго огноввого 
вутп ц его колпчествевцмс ^лс^невты К^ в А^ Нормальнее 
значев1€ величввм К,] ворпалшыя точкп п суп^ествсвво особые 
гдучан псрваго рода. Порпальвыя звеаья яерваго л второго 
рода, Доволвптельнал деФорча1Ия ортоговальваго огповвого пути. 
О длин'Ё и другпИ) своб1:тва1ъ лип|б О// п г;/;', соотв'Ьтствую- 
щвкъ полоому звеиу С^ и е^о второстеиенво!! частп ^1' для 
случая ортоюяальваго освовною вутп. Характеръ главвыхъ, 
водглаввьиъ в нормальны\ь точскь освовиого пути и врп^накв, 
ихъ олрсдЪляшв11е. Исортоговальвые освовиые вутн ввтегрв- 
ровАн1я, 

п^ 23, Вс'Ь предшествуюпце выводы получены въ цредполо- 
ложенш, что возможно построить основной путь ЛВС^ эквн- 
ьалентцьй1 данному пути аЪс и удоБЛе1творяющ1н нзв^Ьстнымь 
услов1ямъ. Поэтому упомянутые выводы получать окончатель- 
ную прочность лишь при оцраБдан1И всЬхъ этихъ предположе- 
шй ностроешемь удовлетворяющаго имъ основного путпЛБС^ 
Эта д'Ьль будетъ достигнута въ настоящемъ параграфе. 

Ниже будемъ предполагать, что фуныцк ф (^) есть любая 
алгебрическая плн такая трансцедентиая, которая подобна 
алгебрнческой, т. е, им'Ьегь на илоскостп комшиекснаго пере- 
м-бынаго ^ отд'Ьльныя особыя точки, свойственныя ал1'ебраиче- 
скимъ фуыкщямъ, а при всЬхъ остальыыхъ конечныхъ значе- 
шяхъ 2 конечна и непрерывна, Для вс4хъ безконечныхъ значен1Й 
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^ пусть модуль ф (^) обращается либо въ нуль, либо въ 
безконечность. 

Для простоты, ограничимъ еще функцио ф {я) предположе- 
шемъ, что ея модуль В, есть однозначная функщя перем^ннаго ^. 

Изъ предшествующаго видно, что изсл^доваюе изм^нешй 
функцш ф (^) и ея модуля им4етъ важное значеше въ зада- 
ч-Ь о приближенномъ вычислеюи интеграла: 

[аЬс] = Г /*(^) ф'^(^) а^. (159) 

^ (пьс) 

Эти изм-Ьнетя принимаются въ соображеше при консерватив- 
ной деформацш пути интегрировашя, указанной въ §§ 2 (п^ 2), 
3 (пп^ 3 — 6) и 6 (п° 21) и служащей для опред4лен1я хорогио 
паправлениаю основного пути ЛВС, а также его количествен- 
ныхъ элементовъ К^ п К,, влхяющихъ на быстроту убывашя 
н^которыхъ членовъ погрешности приближеннаго выражешя 
интеграла [сйю]. 

При выполнеши указанной въ §§ 2, 3 и 6 деформащи при- 
ходится перемещать гибкую нить, изображающую путь инте- 
грацш, съ такимъ расчетомъ, чтобы, по возможности, понижать 
тахппит'ы и тштит^ы модуля В функцш ^ (^), соотв-Ьт- 
ствующ1е этому пути. Въ видахъ бол4е успЬпшаго достижешя 
этой ц^ли полезно изучить измйнешя модуля В при посред- 
стве модулярной поверхности^ определяемой уравнешемъ: 

2г = I -и^) I , (160) 

при чемъ точки этой поверхности определяются следующими 
построешями. Къ плоскости комплекснаго переменнаго въ ея 
точке 2 возстановимъ перпендикуляръ въ данномъ положигтль- 
помъ направлеши и на этомъ перпендикуляре возьмемъ точку 
Ж, отстоящую отъ ^ на длину 1? == | ф (^) | . Эта точка М счи- 
тается принадлежащею рассматриваемой модулярной поверх- 
ности. Ниже эту точку М модулярной поверхности будемъ 
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обозначать тою же буквою ^, какъ и соотв-Ьтствующую точку ^ 
плоскости комплекснаго перем'Ьннаго *). 

п^ 24. Путь интегращи можетъ быть теперь изображенъ 
кривою аЬс, которая лежитъ на модулярной поверхности. Кон- 
сервативную деформацш этого пути будемъ наглядно пред- 
ставлять т-Ьми же средствами, какъ это сделано для пути, изо- 
браженнаго кривою аЪс на плоскости комплекснаго перем'Ьн- 
наго 2, Такимъ образомъ, кривую аЬс, взятую на модулярной по- 
верхности, мы будемъ принимать также за гибкую, растяжимую 
п сжимаемую нить, способную перемещаться по этой поверх- 
нос'П! свободно, встречая задержку лишь въ особыхъ точкахъ 
функщи {{2) ф*^ {^). Въ этихъ точкахъ модулярной поверхно- 
сти пусть укреплены безконечно тоншя твердыя иглы, произ- 
водяпця эту задержку. Точки а и с кривой о&с, лежащей на 
модулярной поверхности, будемъ считать неподвижными, крокЬ 
того случая, когда кривая аЬс замкнутая (а=с) и притомъ, 
когда функц1я /*(-г^) ф*'* (-г^) при обходЬ точкою 2 кривой аЬе 
сохраняетъ одно и то же значен1е какъ при выход* я изъ 
любой ея точки ^, , такъ и при возвращешп ^ въ ту же точку 
2^ поел* обхода. 

Воспользуемся еще однимъ представленхемъ, которое обнару- 
живаетъ особенную выгоду употреблешя модулярной поверх- 
ности, делающей простымъ и нагляднымъ изыскаше основного 
пути интегрирован1я. Вообразимъ, что гибкая нить оЬс, обладая 
вышеуказанными свойствами, въ то же время оказывается тя- 
оюелою^ при чемъ сила тяжести пусть направлена перпендику- 
лярно къ плоскости комплекснаго перем^ннаго ^. При этомъ 



*) Свойства модулярныхъ поверхностей подробно разсматриваются въ 
глав* III моей диссертац1И: ^^Рядъ Лачраьжа"' для случая, когда ^{е} 

пм-Ьеть видъ: V ? (^), гд* ? (дг) есть однозначная функщя. Изъ этой главы 
мы заимствуемъ многое, необходимое для настоящей нашей задачи. Если 
бы функц1я ф (^) им-Ьла другой видъ, т. е. если бы модуль ея былъ много- 
значною функщею ^{г)ч то форма модулярной поверхности осложнилась 
бы. ТаЕ1е случаи пришлось бы связать съ поверхностью Римана. 
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ортогональныхъ лиши, т. е. съ точками кривой, для которыхъ 
ф' (^) = О, и 3) съ точками Л = а и С= с, если точки а 
и с первоначальнаго пути сЛю должны были оставаться не- 
лодвижными при консервативной деформащи. 

Отыскавъ точки, соотв'Ьтствуюпця всЬмъ таххшшп'амъ мо- 
дуля В функщи ф (^) при изм4нвти ^ по пути АВС^ и руко- 
водясь опред'кгешями, указанными въ пп"3 и 21, можемъ 
отличить тЬ изъ найденныхъ точекъ, кои удовлетворяютъ усло- 
В1ямъ, характеризующимъ главныя и подглавныя точки основ- 
ного пути ЛВС, 

Изъ этихъ условШ существенными для ыавныхъ точекъ 
являются услов1я, чтобы тахипит'ы модуля В функц1и ф (^), 
соотвЬтствуюпце главнымъ точкамь, совпадали съ шахипит 
шахппогат этого модуля, чтобы эти шахшшп'ы нельзя было 
п(т11зить дальнейшей консервативной деформащей пути ЛВС 
и чтобы вм4ст4 съ тЬмъ нельзя было уменьпшть число этихъ 
тах1тшп'овъ. Точки найденнаго пути ЛВС, соотв'Ьтствуюпця 
шахшиш тахшогшп модуля ^К, удовлетворяютъ всЬмъ этимъ 
требован1ямъ. Въ самомъ дЬл*, случайные шахипит 'ы, совпа- 
даюпце съ шахипиш шахипогшп модуля В (см. п^ 3), кои могли 
образоваться при разсмотр^нной выше деформащи пути аЬс, 
устранены взаимнымъ сокращешемъ вс^хъ лишнихъ ветвей 
при вышеуказанном'ь переход* отъ пути а'Ь'с' къ пути ЛВС, 
Остальные шахпппт'ы, совпадаюпце съ шахшиш шахзшогшп 
модуля В функщи ф (^), не могутъ быть понижены частно 
всл^дствхе невозможности перескакивать чрезъ особый точки 
интегрируемой функщи, въ которыхъ укреплены иглы, частш 
по причин* особенностей въ строеши модулярной поверхности 
вблизи точекъ, изображающихъ корни уравнешя: ф' (^) = О, 
хотя бы эти точки не были особыми и не ив1*ли иглъ. 
Эти особенности подробно разъяснены въ глав* Ш статьи 
<Рядъ Лаграноюау. Напомнимъ здЬсь поэтому поводу, что 
модулярная поверхность им*етъ области, соотвЬтствуюпця 
нулямъ функцш 1 (^) и называемыя углубленгями^ при чемъ 
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переходы изъ одного углублеы1я въ другое совершаются пу- 
тями, идущими чрезъ бол-Ье возвышенныя части модулярной 
поверхности. Высшхя точки такихъ переходовъ назовемъ точ- 
ками перевала. Каждая точка перевала можетъ, при деформа- 
Ц1И переходовъ, занять низшее положеше лпшь тогда, когда 
она совпадетъ съ соотвЬтствующимъ корнемъ уравнешя: 
ф' (-г^)=0. В'Ьтвь ^'ьЕ" основного пути АВС^ по которой совер- 
шается переходъ чрезъ такой корень ^, соотв-Ьтствугопцй тах1- 
шит'у модуля В^ подобна указанному переходу, ведущему изъ 
области одного углублешя въ другое, при чемъ понизить точку 
перевала ^, т. е. указанный шахшит, уже невозможно. 

Найдя главныя точки, будемъ им-Ьть величину Х^, какъ мо- 
дуль функщи ф (^) для каждой главной точки. 

Подглавныя точки, стремящ1яся при данномъ изм'Ьненш па- 
раметровъ сд-Ьлаться главными, должны обладать всЬми свой- 
ствами главныхъ въ пред-Ьл-Ь и въ этомъ пред-Ьльномъ положе- 
ши должны представлять такой таххшиш шахипогиш, который 
нельзя понизить деформапдями. Но уже до перехода къ пределу 
он* должны обладать свойствами тахшит'овъ. ТЬ изъ най- 
денныхъ выше шахшшп'овъ модуля В функцш ф (0), кои пред- 
ставляютъ значен1я В, меньшхя К^ , но весьма близшя къ К^ , 
соотв'Ьтствуюгь подглавнымъ точкамъ. Эти точки не могутъ 
быть устранены съ ортогонального основного пути и даже съ 
пути неортогональнаго, но хорошо направленнаго; неортого- 
нальный основной путь могъ бы пройти мимо подглавныхъ то- 
чекъ, лишь теряя при т^юмь хорошее направленге. 

Теперь можно считать доказаннымъ, что главныя и подглав- 
ныя точки ортогональнаго основного пути ЛВС выбираются 
изъ числа точекъ (162), устраняя изъ нихъ т4, кои не принад- 
лежать кривой ЛВС въ предал*, считая ея петли превратив- 
шимися въ особыя точки функщи /* (^) ф"* (-8Г), и гЬ, для кото- 
рыхъ модуль ф (^) мен4е величины К^ и не весьма близоьть къ К^ . 

Подробнее о выбор* главныхъ и подглавныхъ точекъ основ- 
ного путп ЛВС изъ группы точекъ (162) будетъ р-Ьчь въ п^ 26. 
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Переходя къ опред-Ьденш величины ^,, мы должны принять 
Бъ расчетъ опять всЬ вышеупомянутые шах1тит'ы модуля В 
функщп ф (^) для точекъ 2 кривой ЛВС. Заг&мъ мы должны 
принять во вниман1е значенхя модуля В функцш ф {^)у 
соотв'Ьтствующ1я его пиштит'амъ для точекъ г пути ЛВС. 
Эти штппит^ы могутъ соответствовать, во-первыхъ, точ- 
камъ этого пути, лежащимъ въ уровне X, и, вовторыхъ, 
петлямъ, образуемымъ кривою ЛВС около иглъ, а также 
точкамъ, лежащимъ на ортогональныхъ вЬтвяхъ кривой ЛВС^ 
при чемъ эти посл-Ьдши точки, какъ легко доказать *), 
суть кратныя точки соотв'Ьтствующихъ ортогональныхтг лиши, 
т. е. удовлетворяютъ уравнешю: \' {г) = 0. Кром* вс^хъ 
указанныхъ сейчасъ значешй модуля В, при отысканш вели- 
чины К^ слЬдуеть еще принять во вниманхе значенхя этого мо- 
дуля, соотв'Ьтствуюпця всЬмъ вообще лежащимъ на кривой ЛВС 
корнямъ уравнеюя ф' (^) = О и особымъ точкамъ (исчезаю- 
щимъ петлямъ) интегрируемой функцш, хотя бы эти корни и 
особыя точки (петли) не соответствовали ни шахппит'амъ, ни 
т1П1тит'амъ модуля В функщи '| {г). Изъ всЬхъ принятыхъ 
такимъ образом'ь во ^ниманхе значешй модуля В исключаются 
т4, кои соотвЬтствуютъ главнымъ и подглавнымъ точкамъ, а 
изъ остальныхъ разсматриваемыхъ значешй избирается наиболь- 
гиее, которое и представитъ искомую величину К^. 

Разсмотримъ загЬмъ н^которыя свойства этой величины К, 
и установимъ понятхе о нормальномъ значешй этой величины. 

Иногда величина К^ , соответствующая ортогональному основ- 
ному пути ЛВС, зависитъ отъ положен1я вышеуказанной го- 
ризонтальной плоскости В, въ которой лежатъ н-Ькоторыл 
в^тви кривой ЛВС и уровень Д которой можно понижать до 
нуля. Зависимость К, отъ высоты Д уровня В им-Ьеть мЬсто 
тогда, когда величина К^, опред'Ьляемая по вышеуказаннымъ пра- 
виламъ, какъ значеше модуля В функцш ф (^), соотв'Ьтствуетъ 



*) См. ,уРядъ Лагранжа^, гл. Ш, § 12 

10 
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то чкЬ ^кривой ЛВС, лежащей въ плоскости уровня Ь. При этомъ 
условш будемъ им-Ьтб: К^ = В^ и притомъ К^ будетъ умень- 
шаться съ убывашемъ Д. Такое уменьшенхе иногда можно 
вести до нуля, иногда же К^ убываетъ лишь до нЬкотораго 
тЫтиш'а, не достигающаго нуля, а зат-Ьмь пер^стаетъ изме- 
няться съ дальнЬйшимъ убыванхемъ В^, такъ что поел* такого 
убывашя будетъ им4ть силу неравенство: В^ <СК^. Вообще 
при условш В^ <С^2- будемъ называть количество К^ нор- 
мальнымъ ^ма^6н^влег величины К^. 

Нормальное значеше величины К^ вообще не сл-Ьдуеть сме- 
шивать съ его критическимъ значешемъ, % которомъ даны по- 
НЯТ1Я въ м' 4 (при основномъ опред^леши главныхъ точекъ) и 
въ п'^^Х (при расширенномъ определенш главныхъ точекъ) и 
которое во множеств* случаевъ не совпадаетъ съ нормальнымъ. 
Однако, нормальное значеше К^ можно считать критическимъ 
въ особомъ бол-Ье узкомъ смысл*, если уголъ а, играюпцй роль 
при опред*ленш хорошаго направлен1я основного пути (см. п^ 4), 
считать прямымъ. При этомъ хорошее направленге будетъ при- 
надлежать исключительно ортогональнымъ в*твямъ, и даже исче- 
заюпця петли, лежапця ниже главныхъ и подглавпыхъ точекъ, 
должны считаться нарушающими это хорошее направлеюе. Но 
если, расширяя указанное узкое понятхе о хорошемъ направлеши, 
будемъ считать вышеупомянутый уголъ а острымъ, а не пря- 
мымъ, то нормальное значеше К^ можетъ иногда оказаться 
болтье критическаго значеюя К^. 

Назовемъ нормальными точками т* пзъ точекъ, кои лежать 
на разсматриваемомъ ортогональномъ пути ЛВС при условхп 
Д < Я, и для которыхъ модуль В функцш ф (^) совпадаетъ 
съ нормальнымъ значешемъ Щ. 

Вспомнимъ при этомъ вышеуказанныя значен1Я модуля Б, кои 
принимаются во вниманхе при опред*лен1и величины Я",, со- 
ответствующей рассматриваемому ортогональному пути ЛВС. 
Легко видеть, что т* изъ этихъ значенш модуля В, кои сов- 
падаютъ съ ^?Г^, должны соответствовать точкамъ пути ЛВС, 
не совпадающимъ съ главными и подглавнымп 
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IIринаVрежащшIъ, подобно главныиъ и подглавныыъ точкамъ, 
кь совокупности точекъ (162). Этоть признавь нормальнаго 
значбН1я величины К^ и нормальныхъ точекъ существенный. 

Нормальный точки могуть быть двухъ родовъ: 1) подобный 
главиымв^ т. е. так1я, въ которыхъ при консервативной дефор- 
мацш пути обе соотв^Бтствующхе безконечно малые элементы 
ортогонально сползающей нити встр^Бтили препятств1я сполза- 
шю Ву растянувшись, образовали ортогональный части основ- 
ного пути, при чемъ этимъ нормальнымъ точкамъ соотв']&тству- 
ютъ тахтыш'ы модуля В функщи ф (^г) при движеши точки е 
по пути ЛВС вблизи этихъ точекъ, и 2) сугцеотвенно нор- 
малшыя точки, кои характеризуются т^мъ, что онб поме- 
щаются на нисаюдтцит ортогоиальныхъ в']&твяхъ, входящихъ 
въ составъ основного пути и идущихъ непосредственно отъ 
главныхъ и подглавныхъ точекъ, при чемъ для существенно 
нормальной точки ) мощь ^ (^а^) не обращается въ тах1тшп 
при дйиженш точки ^ по разсматриваемому ортогональному пути 
ЛВС вблизи 5- 

Чаще всего нормальный точки оказываются подобными глав- 
нымъ. Въ самомъ д-Ьл^ существенно нормальный точки, какъ 
видно пзъ Ъхъ опредЬлешя, не возможны, если ни одно изъ 
отношешй вида: 

Ф(5):Ф(0, 

гд^ ^ есть главная или подглавная точка и з есть одна изъ 
точекъ (162), не совпадающихъ съ 2^ и лежащихъ ниже уровня 
главныхъ точекъ, не представляется количествомъ дгьйстви- 
телшымь, полоонтт^елшымь и меньшимъ 1. Поэтому присутствхе 
существенно нормальныхъ точекъ представляется довольно р^д- 
кимъ случаемъ. БолЬе внимательное изучеше строешя раз- 
сматриваемаго основного пути ЛВС обнаруживаетъ, что 
существенно нормальная точка } должна совпадать либо съ 
петлей, либо съ точкой ^, соответствующей т1штит'у модуля 
функцш ф (^) при движеши л по кривой ЛВС вблизи точки з- 

10* 
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Различхе между двумя вышеуказанными категорхямп нормаль- 
ныхъ точекъ обнаруживается, между прочивгь, въ томъ случа*. 
когда для нормальнаго значешя величины К^ отношеше 
^К, : Ку стремится еъ 1 (всл4дств1в изм4нешя какихъ либо 
параметровъ, влгяющихъ на величину этого отношешя). При 
этихъ обстоятельствахъ нормальная точка, подобная главной, 
переходить въ разрядъ подглавныхъ точекъ и въ предЬл'Ь де- 
лается главной. Но существенно нормальная точка з, будучи 
соединена восходящею отъ нея ортогональною ветвью съ со- 
ответствующею главною или подглавною точкой 2^, стремится 
совпасть съ X,. При такихъ обстоятельствахъ долженъ возник- 
нуть существенно особый случай первто рода (см. п® 21), 
если нормальное значеше К^ считать за критическое (въ ука- 
занномъ выше узкомъ смысл*). Въ самомъ дЬл4 при этихъ 
уа10В1ЯХЪ функц1я 

где ^ II у связаны уравнешемъ (17), должна хигЬть особую 
точку у = у^, соответствующую нормальной точке 5 и безко- 
нечно близкую къ точкб у = 0. Такимъ образомъ, при раз- 
сматриваемыхъ услов1яхъ имеетъ место не только особый 
случай перваго рода, но и особый случай второго рода. Этимъ 
характеризуется существенно особый случай перваго рода, 
въ которомъ затруднешя не устраняются, хотя бы мы какой 
либо иной консервативной деформацхей пути интеграцш по- 
низили отношеше К^ : К^; каковое понижеше вообще воз- 
можно. 

Коснувшись особыхъ случаевъ, заметимъ, что, между про- 
чимъ, при безконечной близости двухъ главныхъ (въ расшп- 
ренномъ смысле) точекъ мы будемъ иметь особый случай вто- 
рого рода (см. пн^ 12 и 22). Но при этомъ, если одна изъ этихъ 
точекъ есть подглавная и если нормальное значен1е К^ считать 
за критическое (въ узкомъ смысле), то разсматриваемый особый 
случай втораго рода въ то же время можно истолковать какъ 
существенно особый случай перваю рода (см. § 6, п^ 21). 
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Мнопя вышеуказанныя свойства точекъ главныхъ, подглав- 

ныхъ, нормальныхъ и свойства величины К^ проверяются и 

« "Уясняются при помощи основного пути, указаннаго въ п°33 

для одного случая, соотв-Ьтствующаго простЬйшей модулярной 

поверхности. 

ВсЬ в']&тви найденнаго основного пути АВС^ лежащ1е выше 
уровня X, кромЪ безконечно малыхъ кривыхъ, образую- 
щихъ петли около иглъ, будутъ ортогональными лишями. 
Берхшя части этихъ ортогональныхъ ветвей, начиная оть 
главныхъ и подглавныхъ точекъ, будутъ представлять собою 
кривыя, составляюпця тЬ части звеньевъ первого рода (п°8), 
для которыхъ выполняется второе главное условхе (п* 6), такъ 
какъ для точки 2г, которая принадлежитъ ортогональной в']&тви, 
нисходящей отъ главной точки ^, отношеше ф (^) • Ф (О будетъ 
правильною положительною дробью. Вм*стЬ съ тЬмъ преобра- 
зоваше перемЪннаго я при помощи любого изъ уравненШ (17), 
(110) и (111) должно приводить къ действительному пере- 
менному у. 

Нижтя части ортогональнаго основного ^пути ЛВС могутъ 
быть отнесены къ второстепениымъ частямъ звеньевъ этого 
пути (см. п" 10), вл1яюпщмъ только на погрешность искомаго 
приближеннаго выражешя интеграла [ЛВС]. 

Упомянутую сейчасъ верхнюю часть Х^ звена перваго рода, 
идущую отъ главной или подглавной точки X, и представляю- 
щую нисходящую ветвь ортогональной лиши ^^Г^, проходящей 

чрезъ точку ^, назовемъ нормальнымъ звеномъ перваго рода, есля 
выполняются следуюпця услов1я: 1) точка I удовлетворяетъ не- 
равенству: 

\'Н^)\йКг (162') 

и 2) на протяжеши кривой С?, кроме С, нетъ другихъ крат- 
ныхъ точекъ лиши ^N1 и особыхъ точекъ функцш /*(^) ф'" (^). 
Изъ самаго определешя величины ^К, следуетъ, что упомяну- 
тыхъ сейчасъ кратныхъ точекъ лиши Ж и особыхъ точекъ 
интегрируемой функцш не можетъ находиться на части кри- 
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войЛ[^, лелгащей выше горизонтальной плоскости Ь^^ отстоя- 
щей отъ начала О на разстояше -ЙГ^, и что тат точки могутъ 
оказаться на кривой Х,\ лишь не выше уровня Ь^. Изъ этого* 
зам^чашя видна возможность построешя нормальныхъ звеньевъ. 

Очевидно, нормальное звено перваго рода удовлетворяетъ 
вс4мъ услов1ямъ теоремъ I— V, если выполнено первое главное 
услов1е, указанное въ § 3 (^^^4), при чемъ количество К^ въ 
этомъ условш: должно определять при распшренномъ понятш о 
главныхъ точкахъ. Вм-ЬстЬ съ тЬмъ нормальное звено певваго 
рода оправдываегь и гЬ допущешя, кои безъ доказательства 
приняты въ п^Ю (пункт. I) при разсмотрЬнш вопроса объ 
отд^ленш второстепенныхъ чистой основного пути ЛВС. 

Если Х,\' и С^" суть два нормальныхъ звена второго рода, 
им4ющихъ обш,ую главную или подглавную точку ^, то часть 
^'^" основного пути АВС^ заключенную между точками ^' и 
5", назовемъ норма^ььнымь звеномъ впюрто рода. Бол^е под- 
робныя разъяснешя относительно формы такихъ звеньевъ най- 
дутъ м-Ьсто ниже (въ п'^ 28), 

Коснемся еш,е вопроса о дополнительной деформащи орто- 
гональнаго основного пути ЛВС. Иногда этоть путь представ- 
ляетъ въ его второстепенныхъ частяхъ особыя неудобства, ко- 
торыя и устраняются упомянутой дополнительной консерватив- 
ной деформащей, относящейся къ второстепеннымъ частямъ 
этого пути (см. п^ 10). Необходимость такой деформащи пред- 
ставляется тогда, когда упомянутыя части пути ЛВС прохо- 
дятъ вблизи точекъ, для которыхъ нарушаются каюя либо изъ 
условШ, выполнеше коихъ требуется разсматриваемымъ мето- 
домъ. Такъ, при употреблеши той или другой изъ формулъ (61^ 
и (61^, нельзя допустить, чтобы второстепенная часть НН' 
звена ^Н' основного пути ЛВС проходила вблизи точекъ, для 
которыхъ интегрируемая функцтя въ соотв^тствующемъ изъ инте- 
граловъ (60") и (61 2) обращается въ безконечность, ибо близость 
эта неблагопрхятно влхяетъ на выражен1я, служащ1я для опре- 
д-блетя предЬловъ погрешности. Для устранеюя подобныхъ 
затруднен1Й нужно деформировать основной путь такъ, чтобы 
онъ оставался основнымъ, но чтобы указанныя особыя точки 
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не лежали слишкомъ близко къ второстепеннымъ частямъ 
основного пути. При этой деформащи иногда приходится даже 
не понижать, анапротивъ немного повышать величину X,, лишь 
бы для преобразовапнаго пути и при такомъ повышенш ЛГ^ вы- 
полнялось первое главное услов1е, указанное въ § 3 {п^4:). 

Будемъ эту дополнительную деформац1Ю выполнять такъ, что- 
бы и посл-Ь нея вс4 второстепенныя части основного пути и 
даже принадлежащ1я имъ петли состояли лишь изъ в']&твей линш 
уровня и ортогональныхъ къ нимъ лиши. Эти ц^ли достигаются 
такою консервативною деформащей, которая производится пере- 
движен1ями частей нити ЛВС всл4дств1е лишь увеличетя тол- 
ш,ины иглъ, при чемъ должна видоизмениться форма поверх- 
ности иглъ такъ, чтобы пересЬченгя этихъ поверхностей съ 
модулярною представлялись лишями уровня и ортогональными 
къ нимъ лишями. 

Пусть ^$' есть полное звено перваго рода, принадлежащ,ее 
ортогональному основному пути, второстепенная часть котораго 
^Е' подвергнута указанной сейчасъ дополнительной деформащи. 
ВсЬ части такого звена суть либо ортогональныя лиши, либо 
лиши уровня, при чемъ часть ^^, получаемая по отд4ленш второ- 
степенной части Ц\ представляетъ непременно ортогональную 
лишю, для которой такимъ образомъ им-Ьеть силу на всемъ про- 
шяженги второе главное услов1е, указанное въ § 3 (п® 6); ли- 
ши же уровня могутъ принадлежать лишь второстепенной ча- 
сти. Вообразимъ зат^мъ, что точки ^ и 1/ связаны уравнен!- 
емъ (17) и что От/ и '/;г/ суть лиши, описываемыя точкой у 
въ то время, когда точка ^ описываетъ пути ^Е' и ^$'. Легко 
видеть, что линш От;' и 7)г/ суть ломаныяу состояния изъ пря- 
молипейныхъ отр^зковъ двухъ родовъ: 1) совпадающихъ съ 
действительною осью или параллельныхъ ей (эти отрезки со- 
отв-Ьтствуютъ ортогональнымъ вЬтвямъ) и 2) перпендикуляр - 
ныхъ къ действительной оси (эти отрезки „ соответствуютъ 
ветвямъ, совпадающимъ съ лишями уровня, и могутъ принад- 
лежать лишь части г,г/ ломаной Ог/). При этомъ отрезокъ От) 
всегда совпадаетъ съ действительной осью и направленъ въ 
положительную сторону. 
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Изъ указанныхъ свойствъ лпьпй О// и г^г' вытекаетъ чтс 
лиши эти весьма легко спрямляются^ при чемъ дл»П1у Г, Л1Ш1н 
V)-/;' важно им4ть при ирпайненш формулы (61^), определяющей 
вл1яше второстепенной части ^^' на погр4пшость приближен- 
ной величины интеграла [С^']. Очевидно, длша 1\ ломаной г^у]' 
есть сумма абсолютныхъ велячинъ приращен1Й д'Ьйствителъныхъ 
колпчествъ х и Л^ опред'Ьляемых'ъ уравневаемъ: а:н-Лг=у, — 
приращешй, прюбрЪтаемыхъ этими количествами въ то время, 
когда точка у ошюываетъ всЬ отдФлъныя прямолинейный части 
упомянутой ломаной. 

?г°26. Изложенный сиособъ получешя основного ортогонэль- 
наго пути АВСм его важн'Ьйшихъ элементовъ, т. е. главныхъ 
и подглавныхъ точе1СЬ и колпчествъ К^ к -Ка, представляется 
простымъ лишь въ теор1П, а на практик-Ь онъ встр'Ьчаетъ во- 
обще не мало затруднен1й, кром-Ь н^которыхъ частныхъ слу- 
чаевъ. Трудности эти вообще даже превосходятъ гЬ, кайд 
встречаются въ теорап Лагранжа при опред^леши ьритическихъ 
точекъ, лежащихъ на граиицахъ сходимости этого ряда, и при 
отыскан1И приближеннаго выражешя далекаго члена этого ряда 
(см, п"^ 38)* Но характеръ -Лхъ и другихъ трудностей одинаковый 
и обусловливается необходимостью для р'Ьшен1я доставленныхъ 
вопросовъ просл-Ьдить движете точки в ортогонально сползаю- 
щей по модулярной поверхности нити, когда функщя ф {г), со* 
храняя свою амплитуду, изм'Ьняется всл^Ьдств1е убывашя своего 
модуля, и зам'Ьтить, не встр-Ьтвтся ли эта точка ^ съ какою 
либо изъ точекъ (162), Эта задача требуетъ, сл'Ьдователъно, 
аналишическаго продолжепгя ^, какъ функщи модуля '|{г), изъ 
одной области въ другую ради того только, чтобы шров-Ьрить, 
придегь ли эта точка при данномъ изм'Ьнеиеши модуля ^ въ 
данный пункгь или н4тъ. Иногда такая задача решается легко; 
но вообще она требуетъ пзв-Ьстныхъ сложныхъ вычислешй 
при помощи безконечныхъ рядовъ. 

Такому обсл'Ьдован1Ю нод.1ез;атъ при построен1и ортогональ- 
наго основного пути ЛВС всЪ точкп деформируемаго пути, 
сползающаго начиная огь даннаю первоначальнаго положе- 
и1Я аЬс этого пути. Но особенный интересъ представляють 
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тЬ точки деформируемаго пути, кои принадлежать особымъ эле- 
Иентамъ нити аЬс и при разсматриваемой деформащн встр']^- 
чаютъ точки (162), ибо при этихъ встрЬчахъ можетъ произойти 
образоваше главныхъ, подглавныхъ и нормальныхъ точекъ орто- 
гональнаго основного пути ЛВС. Следовательно, особенному 
обслЪдованш подлежать т^ точки первоначальнаго пути аЪс^ 
кои лежать на ортогональныхь лишяхъ: 

«„.«■,..\ 

проходящихь чрезъ точки (162). Произведемь такое обсл^до- 
ваше сначала для отыскашя главныхъ, потоагь подглавныхь и 
наконець нормальныхъ точекъ искомаго ортогональнаго основ- 
ного пути ЛВС. Такое обсл4довате приведетъ нась къ об- 
щимъ признакамъ, характеризующимъ эти точки. 

Задачу эту, которая решается при помощи указанныхъ ниже 
признаковъ главныхъ, подглавныхъ и нормальныхъ точекъ, 
можно формулировать сл-Ьдующимъ образомъ. 

Даны первоначальный путь аЬс интеграла (159) и выше- 
указанныя точки (162). Указать, какгя изъ этихъ точекъ бу- 
дутъ главными^ подглавными и нормальными течками ортои>- 
нальнаю основною пути АВС^ эквивалентнаю данному пути аЬс. 

Пусть точки (162) расположены въ порядкЬ убывашя мо- 
дуля В функцш ф(^), т е. 

|'И5.)1§|ФЫ1§1Ф(а.)|§.... 



При р-Ьшеши вопроса, кашя изъ этихъ точекъ ^4, },, 5з»' • • 
будутъ главными, надлежитъ подвергать эти точки последова- 
тельному разсмотр-Ьтю, начиная съ точки },, затЬмъ перехо- 
дя къ точке ^2, и т. д. и применяя къ этимъ точкамъ указан- 
ныя ниже признаки, по которымь решается вопросъ, будеть 
ли разсматриваемая точка главною или подглавною, или же 
неть. Когда первая главная точка найдена и определилось ко- 
личество К^ , тогда для отысканш остальныхъ главныхъ и под- 
главныхъ точекъ подвергаются соответствующему изследованш 
лишь те изъ точекъ },, з«, 5*?--*> Д^ которыхъ модуль В 
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функц1и ф {^) совпадаетъ съ К^ или, будучи мен-Ье -К, , стре- 
мится КЪ К^. 

Переходя къ выражен1ю признаковъ, которыми характери- 
зуются главный и подглавныя точки основного пути ЛВС, уста- 
новимъ сначала понятхе объ уникурсальныхъ в-Ьтвяхъ лин1й, 
ортогональныхъ къ лин1ямъ уровня. УпикурсальнШ вгыпвью *) 
будемъ называть всякую такую конечную непрерывную часть 
^,^2 ортогональной лиши, на протяжен1и которой между точ- 
ками ^г^ и ^.^ н^Ьтъ ни нулей и безконечностей функц1и ф {^), 
ни одной изъ точекъ з,, Зз? Зз?--- Если между двумя точками 
^, и ^2 можно провести уникурсальную вйтвь, то так1я дв4 
точки назовемъ уникурсально соединимыми. Если путь аЬс пе- 
ресЬкаетъ данную уникурсальную в^твь 2^^^ въ какой либо 
точк-Ь /, то это пересЬчеюе будемъ я2^иъ2лъположительпымь 
или (утрицашельнымъ^ смотря потому, будетъ ли лицо, движу- 
щееся по пути айс, при переход-Ь чрезъ точку / видеть часть 
уникурсальной в-Ьтви ^^.зг^, лежащую ниоюе точки У, справа или 
же сл-Ьва. 

При этихъ терминахъ признаки главныхъ точекъ основного 
пути ЛВС можно выразить такъ. 

Призиакь I. Пусть точка } принадлежитъ къ ряду выше- 
указанныхъ точекъ 3|, «з, Зз?--- и пусть ни одна изъ точекъ^ 
лежащихъ выше уровня точки з? не принадлежитъ къ глав- 
нымъ. Если точка з совпадаетъ съ одною изъ точекъ а и с и 
если эти точки при разсматриваемой деформащи пути аЬс не 
могутъ быть перем-Ьщаемы, то з есть главная точка основного 
пути ЛВС. 

Признакъ II. Пусть точка з принадлежитъ къ ряду выше- 
указанныхъ точекъ Зм Зг? Зз?- • • ^ пусть ни одна изъ точекъ 
того же ряда, лежащихъ выше уровня точки з? не принадлежитъ 
къ главнымъ. Предположимъ, что точка з не совпадаетъ съ точ- 
ками кривой аЪСу кои при разсматриваемой деформации этого пути 
не могутъ быть перемещаемы. Если на кривой сЛс выше уров- 
ня точки 3 н^тъ точекъ -гг, уникурсально соединимыхъ съ з» то 



*) Повяие это почти не отличается отъ того, которое установлеио въ 
глав* Ш, (§ 12) дпссертац111 „Рядъ Лшранжа^. 
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точка 5 не можетъ быть главною. Если же на кривой аЪс 
выше уровня точки 5 существуютъ точки ^, уцикурсально соеди- 
нившя съ точкой 3, то ВС* эти точки ^ подразд'Ьлимъ на дв* кате- 
горш, Схмотря потому, будетъ ли пересЬчете въ той или другой 
изъ нихъ пути аЬс съ уникурсальной в^Ьтвью пскгооюительнымб 
пли отритшвльныш. Если числа точекъ ^ той и другой кате- 
горш различны^ то точка } есть главная; въ противномъ слу- 
чае, т. е. при одинаковомъ числ-Ь точекъ ^ той и другой кате- 
гор1и, точка з не можетъ быть главной. 

Пртнатсъ III. Если точка з^ взятая изъ числа точекъ 
513 Заз 5з?'-*з лежитъ выше уровня точки, соответствующей 
модулю тахшшп тахипогит функщп ф (^) при движен1и точ- 
ки ^ по пути ЛВС, то 5 не можетъ быть главной точкой и 
не можетъ лежать на пути ЛВС. 

Признаки подг^гавныхъ точекъ, если таковыя существуютъ, 
остаются такими же, какъ вышеприведенные признаки глав- 
ныхъ точекъ, но съ тЬмъ отлич1емъ, что для подглавныхъ то- 
чекъ модуль ф (л) мен-Ье ^К^ и стремится къ ^К, . 

Детальное изучеюе свойствъ модуля В и амплитуды функцш 
ф (^), подобное тому, которое представлено въ стать*: <Рядъ 
Лагранжа>, приводитъ въ различныхъ часшныхъ сл^чаяхъ къ 
значптельнымъ упрощенаямъ признаковъ главныхъ и подглав- 
ныхъ точекъ. 

Очевидно, трудности опред^ленхи главныхъ и подглавныхъ 
точекъ зависятъ отчасти отъ сложности первоначальнаго пути 
аЪс. Поэтому, полезно, если модшо, предварительной дефор- 
мапдей пути аЪс привести его въ бол-Ье удобное положеюе. 

Такъ, иногда путь сЛю можетъ быть сд^ланъ безконечио малою 
замкнутою кривою, окружающею особую точку V функцш ф(-гг). 
Это значительно упрощаетъ прим*нен1е вышеуказанныхъ . при- 
знаковъ, такъ какъ въ такомъ случа-Ь вс-Ь главныя и под- 
главныя точки основного пути ЛВС будутъ уникурсально со- 
единшшми съ одною и тою же точкою V, которую окружаетъ 
безконечно малая замкнутая кривая аЪс. Если при этомъ функ- 
ц1я ф(-е^) въ области особой точки ^=г; представляется такъ: 
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гд* ф{2) есть функц1Я голоморфная въ области точки е=•V и 
не обращающаяся въ нуль при ^=г;, и а есть положительное 
количество, то необходимое дляр-Ьшетя задачи аналитическое 
продолоюенге ^, какъ функщи модуля ф(^), изъ области точки 
^(!=V въ области главныхъ точекъ основного пути значительно 
облегчается. Связь значешй этой функцхи въ указанныхъ обла- 
стяхъ въ этомъ случае устанавливается помопцю Лагранжева 
ряда, въ который разлагается корень ^ уравненгя 

лг — г; = Мр5(^)Л 
обращаюпцйся въ ^=г; при < = 0. Подробн-Ье этотъ интере- 
снцй и важный случай трактуется ниже (въ >гп® 37 и 38). 

Посл4 опред4лен1я главныхъ и подглавныхъ точекъ сл4дуетъ 
перейти къ нормальнымъ точкамъ, если таковыя существуютъ. 
Т* изъ нормальныхъ точекъ, кои подобны главнымъ, отыски- 
ваются на основаши т1хъ же признаковъ, какъ главныя и 
подглавныя. Но въ р-Ьдкихъ случаяхъ могутъ быть еще су- 
щественно нормальныя точки, кои лежатъ на ортогоналъныхъ 
лишяхъ, проходящихъ чрезъ главныя или подглавныя точки. 
Такая точка должна быть уникурсально соединимою съ какою 
либо изъ главныхъ и подглавныхъ точекъ и притомъ уникур- 
сально соединяющая эти точки ортогональная в^твь должна 
входить въ составъ ортогональнаго пути ЛВС. 

Отмечая главныя и подглавныя точки, мы должнц вм^ст! 
€ъ тЬмъ указывать и т4 нисходящтя отъ нихъ ортогональныя 
в^тви, кои должны войти въ составъ основного пути ЛВС. 
Признаки этихъ ветвей, выясненныя выше (въ п^ 24) при раз- 
смотр']&ти деформащи особыхъ элементовъ нити сЛс^ полнее 
излагаются ниже (въ п® 28). 

п** 27. Хотя ортогональный основный путь интегрировашя и 
представляетъ мнопя удобства, однако на практике невсегда 
приходится имъ пользоваться. Иногда получеше ортогональнаго 
основного пути представляетъ затруднешя, между тЬвгь какъ 
неортогональный основной путь получается легко. Прим^ръ 
этого, им^юпцй весьма важное значеше въ Т^орш Вероятно- 
стей, пргаеденъ въ § 3 (тг^ 7). Въ этомъ пр^ш^р^ основной 
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путь интегращп представляется окружностью, проходящею чрезъ 
главныя точки, которыя соотв-Ьтствують кратнымъ точкамъ 
ортогональныхъ линШ. 

Довольствуясь основнымъ путемъ интегращи, который легче 
найти, хотя бы онъ быль неортогональный^ мы должны при 
отыскаши такого пути прежде всего определить его главныя и 
подглавныя точки, характеръ которыхъ выясненъ въ предше- 
ствующемъ параграф*. Очевидно главныя и подглавныя точки 
различныхъ хорошо направленныхъ основныхъ путей интегри- 
ровашя, эквивалентныхъ данному пути аЬСу остаются одн* и 
т'Ь же. Поэтому способъ опред'Ьлешя главныхъ и подглавныхъ 
точекъ неортогональнаго основного пути остается такой же, 
'какъ въ случае ортогональнаго основного пути. 

§ 9. Зан'Ьчав1я о Форм'Ь п сво1ства1ъ звевьевъ второго рода. 
Непогредствевиые процессы прнблнжевнаго вычосдев1я ввте- 
града, отвесевваго къ звеву второго рода. 

^" 28. Возвратимся къ разсмотр-Ьнш звеньевъ второго рода, 
о которыхъ была р-Ьчь въ пп^ 8, 15 и 26. Пусть ^'$" будегь 
звено второго рода, принадлежащее хорошо направленному 
основному пути ЛВС и соответствующее главной точк-Ь ^, не 
совпадающей съ точкою Л или С. Будемъ воображать этотъ 
путь и его части какъ на модулярной поверхности, такъ и на 
плоскости комплекснаго перем^ннаго. Понятае о главной точкЬ 
будемъ зд-Ьсь разсматривать въ расширенномь смысл*, причи- 
сляя къ главнымъ точкамъ также подглавныя (п° 21) и при 
этомъ опред'Ьляя ^К^, какъ указано въ п^ 21. Точки ^' и ^'' пусть 
удовлетворяютъ неравенствамъ (104). 

Главная точка *(, если она не есть особая точка фуншци 
/'(^) ф^(^), лежитъ на кривой 1'1", которую полн-Ье можемъ 
обозначить такъ: $"С^". 

Если же точка ^ есть особая, въ которой укреплена игла,, 
то она не л ежить на кривой ^'$"; но въ составъ звена ^'^" 
входитъ петля //', соотв-Ьтствующая точк-Ь (^, при чемъ точки 
/ и ^" лежатъ въ перес^чешяхъ звеньевъ (^^' и ^^' перваго 
рода съ безконечно малою окружностью р^^р, ошсанною изъ 
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центра ^. Звено 5'^" въ этомъ случае полн-Ье обозначается 

Чтобы случай отсутствхя петли ^/' въ состав* звена ^Х^" 
не разсматривать отдельно, будемъ и въ этомъ случа* устраи- 
вать петлю /^" сл4дующимъ образомъ. Изъ центра ^ опи- 
шемъ безконечно малую окружность р^^р, обозначая ея пере- 
€4чешя со звеньями ^Е' и 2^^" чрезъ / и /\ Дугу //' этой 
окружности, заключенную между звеньями 11,1' и 2^5", и бу- 
демъ принимать за петлю, вводя ее въ составъ звена ^'^^" 
вместо тЬхъ частей его, которыя лежать внутри окружности 
щгр, т. е. вместо безконечно малыхъ кривыхъ /^ и ^'\ Ко- 
нечно, радаусъ безконечно малой окружности р^^р мы можевгь 
при этомъ во всякое время сделать нулемъ, обращая петлю 
х?У въ точку С Видоизмененное такимъ образомъ звено $'*С^" 
представится кривою 1'//^1'\ подобною той, какая им-Ьегь 
м^сто въ томъ случае, если въ точк4 (^ укр-Ьплена игла, при 
чемъ такое видоизменен1е не окажетъ влхяшя на посл4дуюпця 
результаты, такъ какъ радхусъ окружности р^^р въ предал* 
мы считаемъ равнымъ нулю. Въ виду этого ниже подъ зве- 
номъ ^'$" будемъ всегда разуметь кривую, содержащую петлю 
//', хотя бы въ точкЬ ^ не было укреплено иглы и будемъ 
полнЬе обозначать звено $'^" такъ: ^'^'/'$". 

Будемъ сначала предполагать, что путь ЛВС ортогональный 
{распространеюе важпЬйшихъ формулъ на неортогональный, 
хорошо направленный основной путь ЛВС сдЬлано будетъ въ 
п^ЗО) и что принадлежащее ему звено \*\" второго рода «ор- 
малыюе (см. п^2Ь), т.е. соотв^тствуюпця звенья перваго рода 
^'^ и 2^-3^"^" представляютъ собою проекцш на плоркость ком- 
плекснаго перем^ннаго ^ нисходящихъ ветвей ортогональной 
лиши К^ , начерченной на модулярной поверхности и проходя- 
щей чрезъ точку ^, при чемъ на протяжеши звена $'^У ^" н*тъ 
ни особыхъ точекъ функщи /*(^) ф^ (^), нп кратныхъ точекъ 

ОрТОГОНаЛЬНЫХЪ ЛИН1Й. 

Услов1ямъ (104) не противор'Ьчитъ допущеше, что точки ^' 
и ^" модулярной поверхности лежатъ на одной и той же лиши 
уровня. П|й1 этомъ допущеши, которое не представляется не- 
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обходимымъ для дальн-Ьйшихъ выводовъ и которое мы вводимъ 
въ изложеше ради упрощешя формулъ, будемъ им4ть: 

1Ф(^')1 = 1Ф(П1^л:,. (163) 

Такъ какъ при этовгь амплитуды количествъ ф (^') и ф ($") 
для ортогональнаго основного пути ЛВС равны (ибо точки 
Н' и Н" принадлежать ортогональной лиши N^)^ то 

.Н^) = 'ИП. (163') 

При указанномъ построенш нормальныхъ звёньевъ вида 
$'//'$" пропускаются части ортогональнаго основного пути 
ЛВС у которыя мы въ прав'Ь трактовать какъ второстепенныя 
(см. п^ 10). Интегралы, отнесенные къ этимъ частямъ, могутъ 
быть принимаемы въ расчетъ лишь при 01?Ьнк4 погр§пшости 
приближеннаго ^ыражетя интеграла [ЛВС]. 

Ниже будемъ предполагать, что X, не есть особая точка 
функц1и 'I (^) и что вообще разсматриваемый случай не есть 
особый. 

Представленное въ предшествующемъ параграф-Ь изучеше 
образовашя ортогональнаго основного пути ЛВС для различ- 
ныхъ случаевъ показываетъ, что форма нормальнаго звена 
^У/'$" второго рода и входящей въ его составъ петли //' мо- 
жетъ быть различна. Понятхе объ этой формЬ даютъ фигуры 
2 и 3, пзображающ1я звенья второго рода въ проекщяхъ на 
плоскость комплекснаго перем§ннаго. 

На фигуре 2 изображенъ случай, когда точки Н' и Н" сов- 
падаютъ другъ съ другомъ и представлены точкой ^, а петля 
^У образуетъ одинъ или несколько обхо- 
довъ около точки ^ по окружности рдгр. 
При такихъ услов1яхъ звено ^У^'^" пред- 
ставится вообще кривою \р^^рс^^р. . .рдгр\^ 
въ составъ которой входятъ сл^дующтя 4" 
части: 1) кривая $^р, представляющая со- 
бою в-Ьтвь проекц1и ортогональной лин1и 
Щ , 2) окружность р^^р, повторенная столько разъ, сколько 
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обходовъ д-блаеть около точки ^ петля //', и 3) кривая р^у 
совпадающая съ кривой ^р, но проходимая въ обратномъ на- 
щ)авлен1и *). Звено этой формы назовемъ сомкиутымъ. 

На фигур* 3 изображенъ случай, когда точки \' и $" не совпа- 
даютъ. Въ этомъ случае точка X, должна быть проекщей кратной 
точки ортогональной лиши Ж , а кривыя 
'Сз^5' и 2^/'^" суть проекщи дв5хъ нисходя- 
щихъ ветвей разветвляющейся лиши Ж^ . 
Звено формы, изображенной на фигур* 3, 
2 назовемъ разомкнушымъ. 

Бол-Ье подробное изучеше звена $У/'^" 
и соответствующей петли ^'^^ приводить 
Фпг. 3. къ заключенш, что уголъ между каса- 

тельными въ точк* ^ къ в-Ьтвямъ 2^^5' и 
I/' $" представляеть сошмгьримую часть полной окружности 27: 
и, сл-Ьдовательно, петля //' слагается изъ н*сколькихъ пол- 
ныхъ обходовъ около точки 1^ и согсзмгьримой части полнаго 
обхода. Чтобы доказать это, нужно перенести изображенхя на 
модулярную поверхность и разсмотр^ть положеше вблизи точки I 
нисходящихь в4твей ортогональной линш Ж. Если V есть по- 
казатель кратности корня лг = 2^ уравненк ф (^) = ф ((^), то 
ортогональная линхя Ж , разветвляясь въ точк* 2^, им4етъ V 
нисосодящиосъ отъ точки *С ветвей, и касательный къ этимъ в^Ьт- 
вямъ д^лять окружность, описанную изъ центра ?^, на V ров- 
ныосъ частей. Въ этомъ мы убеждаемся, считая въ уравнен1п 
(17) переменное у безконечно малымъ положительиымъ и 
разлагая V корней этого уравненхя, безконечно близкихъ къ 'С, 

1 

по степенямъ у''. Изображешя этихъ корней ^^, ^,,. • ., лг.^.^ 
на модулярной поверхности должны принадлежать V нисходя- 



*) Если функц1я /'(;ег) 4'*" (г) однозначна въ области точки ^е? == ?, то 
кривыя Ё,р и ^рС.. могутъ быть выброшены изъ состава разсматриваемаго 
звена, которое приведется такимъ образомъ лишь къ сбходаыъ по окруж- 
пости р^^р, При этихъ услов1яхъ точное выражен1е интеграла [СУ^в^'С] по- 
лучается при помощи 1еор1и лнтегральныхъ вычетовъ пли остатковъ. 
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щимъ отъ ^ в'Ьтвямъ 5^0 , 5, , . . . , 5^_^ ортогональной лин1и N^ . 
Корни эти для безконечно малаго положительнаго значешя у 
представляются соотв-Ьтственно въ форм*: 

'' = ^-^{ж) ^"^а-*-^/:).* = 0,1,...,V-1, (164) 

гд-Ь е^ есть безконечно малая величина и Н есть количество, 
определяемое равенствомъ (145). Равенства (164) подтвер- 
ждаютъ вышеуказанныя свойства угловъ между касательными 
лишями въ точк* X, къ в-Ьтвямъ 51), 6^1,. . ., >8'у-|5 ^ такъкакъ 
^/$' и.Сг^"^" принадлежать къ этимъ в-Ьтвямъ, то уголъ между 
ними измеряется частями окружности 21:, разделенной на V 
равныосъ частей. 

При этомъ возникаетъ вопросъ, какгя именно изъвгьтпвт 8^^ 
^п •••! 5V-^ совпадаютъ съ вгьтвями '0^^' и Х^'\'\ При р*- 
шенш этого вопроса играютъ ро:а замЬчашя, сдЬланныя въ 
п^ 24 относительно сползан1я особыхъ элементовъ нити аЪс^ 
пересекающихъ ортогональную линхю ^^ и подвергающихся 
растяжешю при встрече препятств1я въ точк-Ь X,. Допустимъ 
сначала существовате только одного особаго элемента г^з^ 
нити аЬс, им^ющаго промежуточную точку 2 на ортогональ- 
ной лиши Ж и встр^чающаго при ортогональномъ сползаши 
препятств1е въ кратной точке 1^. Эта точка ^, принадлежащая 
элементу ^^-г^з, описываетъ при сползаши нисходящую уникур- 
сйльную ветвь ^г^ ортогональной лин1и Ж , — и эта ветвь слу- 
жить для решенк поставленнаго вопроса: какъ видно изъ за- 
мечашй, сдЬланныхъ въ /г^ 24 (пункт. П), вгьтви Х^}^ и 2^/'Е'' 
представ.гяютъ пару смежныхь вгьшвей 8^, 5^,,..., 5'у-1> ^^^ 
съ указанною ттвью гХ^ образуютъ равные углы^ имтьющге 

величину — , а между собою встргьчаюшся въ точкгь ^ подъ 

21Г 

угломъ — . 

Вообразимъ затемъ, что существуетъ несколько особыхъ 
элементовъ нити обе, пересекающихъ различный ветви орто- 

11 
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тональной лиши Ж, а при сползаши встр'Ьчающихъ препят- 
ств1е въ точк4^ и растягивающихся, по прим-бру разсмотр-Ьн- 
наго сейчасъ особаго элемента ^^^2? въ соотв-Ьтствуюхфя пары 
смежныхъ в-Ьтъей ^^д, ^8^^,..., 5^V-^• Разсмотримъ, при какихъ 
услов1яхъ несколько такихъ паръ, кои войдр'ъ въ составъ 
пути а'Ь'с', указаннаго въ п^ 24, могугь по сокращеши лит- 
нихъ в'Ьтвей кривой а'Ъ'с' (см. п^ 24), свестись къ двумъ толь- 
ко в-Ьтвямъ ^/$' и (^/'$". Зам'Ьтимъ, что ортогональная лишя 
Л^ пм1>еть V восходящим отъ точки 'С, в-Ьтвей 5^0, 8\^..,у 
8\^1У описываемыхъ корнями (164) или, иначе, корнями: 

1 

^'*=^"^("Ж) ^ ' (1-+г^^),А;=0,1,...,V-1,(164') 

при убыванш у отъ нуля. Особые элементы нити аЪс, перес4- 
каюпце лин1Ю N^ и при* сползаши встр4чающ1е препятствхе 
въ точк-Ь Г, должны пересекать именно т-Ь или друйя изъ 
ветвей ^З^'о, /5',,..., 8\_^у и, если особый элементъ ^^^^ пе- 
ресЬкаетъ в^твь 5' д., то, посл^Ь встречи препятствхя въ точкЬ 
^ и растяжешя, онъ преобразуется въ пару нисходящихъ вет- 
вей 81^_^ и /5^, дЬля, какъ разъяснено выше, пополамъ уголъ 

— между этими в-Ьтвями. (При этомъ, если й; = V, то в-Ьтвь 

Д, считается за ^^о). Предположимъ, что существуешь п осо- 
быхъ элементовъ §о, §,,..., в„_1 нитиаЬс, лежащихъна ппо- 
слгьдовательныхъ в-Ьтвяхъ: 

Поел* встр-Ьчи препятств1я въ точк-Ь ^ и растяжешя по выше- 
указанному закону, эти элементы преобразуются въ пары нис- 
ходящихъ от7> точки ^ в-Ьтвей: 

Эти пары войдутъ въ составъ кривой а'Ь'с', указа1Нной въ 
^^24, при чемъ каждая изъ в-Ьтвей 5^, 8^^^^,...\ ^а^я-1 
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прн движен1и по пути с!Ус' будетъ проходиться два раза. Если 
эти в-ЬтБи при интеграц1и должно проходить въ прямо противо- 
положныхъ направленшхъ и при одномъ и томъ же значенш 
интегрируемой функцш, то вс* в-Ьтби ^8^^^, 5^.^,,. . ., й^^^^., 
подлежать выбрасывашю изъ состава пути (^Уо\ какъ лутльщ 
такъ что въ составъ пути ЛВС войдутъ лишь дв-Ь в^тви: 

Эти дв* в-Ьтии и представятъ собою вышеуказанныя звенья 
^/^' и 4-2^"^", на которыя распадается звено ^У/'^". Очевидно, 
при разсматриваемыхъ обстоятельствахъ звенья Х^*^ и Сг^"^" 

встръчаются въ точкъ (, подъ угломъ — . 

Разсмотр^въ уголъ между звеньями Сз^'^' и !^-8^'^" по его 
абсолютной величин-Ь, обратимъ внимаюе на то обстоятельство, 
что этому углу можно зат^мъ присвоить также определенный 
5накъ, связанный съ направлешемъ петли г'г*\ Этотъ уголъ 
можно заменить приращенхемъ амплитуды разности г — (^, пр1- 
обр'Ьтаемымъ въ то время, когда точка ^ описываетъ петлю г'^' . 

Зам^тивъ это, условимс>я чрезъ 2Й обознача1ъ уголъ съ 
вершиною въ точк-Ь С; соотв-Ьтствугопцй петл§ /У. Иначе го- 
воря, %1 есть приращеше амплитуды разности г — ц, ирхобр-Ь- 
таемое въ то время, когда точка ^ описываетъ петлю гг\ 
Изъ вышеуказанныхъ зам4чанш относительно угла между вет- 
вями Ъ' $' и и^" ^" сл^дуетъ. что угол-ь 20 представляется такъ : 

212=-?^, (165) 

гд* п есть цгълое число. Если при этом^ь п есть кратное число 
относительно V, то разомкнутое звено ^'^'-г^"^" должно переходить 
въ сомкнутое . звено ^//'^, которое, такимъ образомъ, является 
лишь ча^рнымъ случаемъ зьена $'//'$". Число п въ формул* 
(165) можетъ оказаться какъ положительтшмъ, такъ и ошри- 
цательнымЪу что зависитъ отъ положешя разсматриваемаго угла 

11* 
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и отъ того, какое направлеше въ счет* угловъ считается по- 
ложительнымъ. 

п^ 29. Переходя къ процессамъ вычислен1я интеграла [^УУ'^"]^ 
сд'Ьлаемъ н-Ьсколько общихъ зам^чанШ о функщи /*(;зг) и а 
подходящихъ къ этимъ процессамъ преобразован1яхъ перемен- 
наго ^. 

Если функщя ({2) представляется въ форм-к 

^{,)^{г-^С:)^^-' ФМ-^К^-"^)^'" ФЛ^)-^--'> (166) 

гд-Ь р5, (^), ф-А^)^' суть функцш, голоморфныя въ области 
точки ^ = ^^ и не обращаюпцеся въ нуль при ^ = ^, то мы 
можемъ интегралъ [^У/'^"] представить какъ сумму интегра- 
ловъ, соотв4тствующихъ отд'Ьльнымъ членамъ второй части 
равенства (166). Поэтому въ посл^дующемъ мы будемъ для 
простоты предполагать, что функщи /"(л) им-Ьегь форму: 

Пг) = {г-Х,)^-^ф{^), (167) 

гд-Ь ф{2) есть функщя, голоморфная въ области точки л? = ^ 
и не обращающаяся въ нуль при ^ = ^. 

Если при этихъ услов1яхъ звено $У/'^" сомкнутое и коли- 
чество Р, указанное во второй части равенства (167), пред- 
ставляетъ число цгьлое^ то интегралъ [^'//'$"] легко выражается 
точно (при помощи интегральныхъ вычетовъ или остатковъ), а 
при ц-Ьломъ положшиельиымъ |3 даже обращается въ нуль^ 
Посл^ этого зам-Ьчаихл въ дальн^йшемъ для сомкнутаго звена 
^У/'^" исключимъ изъ разсмотр^ши случай, когда ^ есть ц-Ь- 
лое число. Но для разомкнутаго звена этотъ случай не под- 
лежитъ исключешю изъ дальнЬйшаго разсмотр^тя. 

Относительно преобразованхй перем^ннаго т зам^тимъ, что 
для того случая, когда для главной точки ^ им^етъ силу уело- 
В1е: ф'(^ = 0, преобразован1я (17), (110) и (111) им4ютъ 
одну особенность, состоящую въ сл4дующемъ. СоотвЗЬтствен- 
ныя фигуры, описываемый точками ^ и у, будучи вообще кон- 
формными, т. е. подобными другъ другу въ безконечно малыхъ 
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частяхъ, утрачшаютъ это свойство^ если точка г безконечпо 
^близка кь точкт X, и въ предтьлть сливается съ X,. Необходимо, 
поэтому, избрать друпя преобразован1я перем^ннаго ^, если 
желаемъ, чтобы подобхе въ безконечно малыхъ частяхъ не утра- 
чивалось ВЪ облаСТЯХЪ ТОЧеКЪ ;8Г=^ и «/=0. 

Процессъ приближеннаго вычислешя интеграла [$'//'5"] мо 
жетъ быть основанъ на преобразован1яхъ первм4ннаго ^ въ 
этомъ интеграл*, которыя отличаются отъ преобразовашй (17), 
{110) и (111) лишь гЬмъ, что въ соотв'Ьтствующихъ уравне- 
шяхъ у заменяется чрезъ у^^ гд* V им4етъ значен1е, указанное 
въ п^ 28. Обпцй видъ вс4хъ подобныхъ преобразовашй можно 
представить уравнешемъ: 

Ф(^) = Ф(0.ФЛЗ/), (168) 

предполагая, что 

ФЛ2/) = 1-^'*(2/), (169) 

гд4 ^ {у) есть функц1я голоморфная въ области точки з/ = О, 
представляющая полооюительиое количество при ^§0 и не- 
юбращающаяся въ нуль при у = 0. Пусть 

*10) = 1. (169') 

При указанныхъ услов1яхъ уравненхе (168) им4етъ V корней 
относительно ^, голоморфныхъ въ области точки 1/ = О и обра- 
щающихся въ -г^ = ц при г/ = 0. Пусть одинъ пзъ нихъ 
•будетъ: 



= г(!,1=г:*(^^);,. 



(170) 



гд4 Н определяется равенствомъ (145). Не трудно при этомъ 
усмотреть, 1) что всЬ корни уравнен1я (168), обращающ1еся 
при 2/ = О въ ^ = С, будутъ получаться при помощи формулы: 



^. 



-( 



уе " ), к = 0,1,...,^ — 1; (171) 
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2) что точки 2/ и ^, связанные уравнешемъ: г=-Р{у)^ при 
движеши опишваютъ въ областяхъ точекъ ^ = 2^ и у = О со- 
отв-Ьтственыня конформныя фигуры (т. е. фигуры, подобныя 
одна другой въ безконечно малыхъ частяхъ); 3) что при дви- 
жеши точки ^ по кривой ^'//'^" точка у, удовлетворяющая 
уравненш 2=:Р(у)^ описываетъ подобную (въ безконечно 
малыхъ частяхъ) кривую '/1уУг/, которая будетъ сомкнутою или 
разомкнутою, смотря потому, будетъ ля кривая ^У/'5" сомкну- 
тая или разомкнутая. 

Очевидно, послЬ преобразован1я въ интеграле [^У^"^"] пе- 
ремЬннаго ^ при помощи уравненк ^ = 2^ (у)^ новый дуть 
интегрирован1я представится упомянутою сейчасъ .кривою 

п^ 29. Въ дальн^йшемъ разсмотримъ три частныхъ случая 
указаннаго общаго преобразовашя (168), получаемыхъ изъ 
преобразовашй (17), (ПО) и (111) заменою у чрезъ у'^. 
Эти три преобразованхя, чаще прим'Ьняемыя на практике, опре- 
деляются соответственно уравнешями: 

ф(^) = ф(0е-^%ф(^)=ф(0(1-/),Ф(^)=1^>-(172) 

Полученныя при этомъ формулы приближенныхъ выражешй 
интеграла [^У/'^"] будутъ соответствовать прежнимъ форму- 
ламъ, выводимымъ помощ1Ю соответственныхъ преобразоваи1й 
(17), (ПО) и (111) и процессовъ, примененныхъ къ двумъ 
звеньямъ ^/^' и ^/'^" перваго рода, на который распадается 
звено ^'//'^" второго рода (см. мЧ5). 

Применяя то или другое изъ преобразовашй (172), мы бу- 
демъ иметь дело съ вышеупомянутымъ преобразованнымъ 
путемъ '/)У7'7)', который описываетъ точка у, удовлетворяющая 
соответствующему уравненш (170)/въ то время, когда точкам 
оцисываетъ звено $'//'$". При этомъ интегралъ [^У^''^"] пред- 
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ставится, поел* преобразовашя перем-Ьниаго г^ въ следующей 
форм*: 



[ЕУ/Г] = ] Ф"(^)^(^)й--%. (172') 




Путь У1у7'г/ изображенъ на фпгур'Ь 4. Его части г;^{ и у'/]' суть 
прямолинейные отр-Ьзки, пересЬкающхеся въ точк4 у ^=^ подъ 
угломъ, равнымъ углу между звеньями 
с^'^' и 4-2^'Е". Дал-Ье часть уу пути грр^'т)', 
описываемая точкой у въ то время, 
когда точка г описываетъ петлю //', 
будетъ принадлежагь безконечно малой 
замкнутой кривой, окружающей точку 
I/ = О, при чемъ дугЬ у у' этой кривой 
соотв'Ьтствуетъ уголъ %1 при вершин-Ь *"^- ^• 

О, определяемый равенствомъ (165). Заключешя эти вытекаютъ 
изъ подоб1я фигуръ ^'^У'^" и */1уу''/1' въ безконечно малыхъ 
частяхъ. Если при этомъ мы примемъ въ расчетъ равенство (163), 
то придемъ къ заключешю, что 

■/)' = •/] е^^', (173) 

гд* 12 определяется равенствомъ (165). 

Предположимъ еще, что вышеупомянутый корень ^=Р{у), 
определяемый равенствомъ (170), избранъ такъ, чтобы у было 
положительнымъ, когда ;г движется по звену ^/$'. Это дости- 
гается надлежащпмъ выборомъ количества: 



(ж)'' 



входящаго въ равенство (170) и им^ющаго V значешй. При 
такомъ выбор Ь корня ;г = Р{у) весь прямолинейный отр^зокъ 
'/)7 (фиг. 4) будетъ частью действительной положительной оси. 
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Зам-Ьтимь между прочимъ, что если функцк ^^{0) им4етъ 
видь (167) и если ' 

Р'>0, (174) 

гд-Ь Р' есть д-Ьйствительная часть количества Р, то равенство 
(172') приводится къ виду: 

[^У/'^'] = [ Ф'" (^) { а П {<ху) - П {у) \ йу, (175) 

О 

а^е^'м\1{у) = Г{г)^^- (175') 

Им-Ья равенство (172'), зат4мъ можемъ разлагать входящую 
во вторую его часть функщю 

ПО степенямъ у. Разложенхе это для случая, когда функц1я ({г) 
им-Ьеть форму (167), должно им^ть видъ: 

Иг 
П {У)=Г{^) щ=у^-\А-*-А,у-*- .... -^А,_, у'-^^ у^В^), 

(176) 
гд4 В^ есть функц1Я, сохраняющая конечное значеше для то- 
чекъ у пути 7)уу'у/. Разложеше (176) можетъ быть получе- 
но при помощи какъ ряда Маклорена (см. п^Ы), такъ и ряда 
Лагранжа. Частный прим^ръ прим'Ьненхя строки Маклорена 
будетъ представленъ ниже (въ п^ 34). Въ общемъ случае вос- 
пользуемся для получешя разложенхя (176) рядомъ Лагранжа 
съ теоремою Копш-Руше, дающею въ самомъ общемъ случае, 
когда прим'Ьнимъ нашъ методъ, средства удовлетворить всЬмъ 
предположетявгь, на которыхъ основывается р-Ьшеше задачи о 
приближенномъ вычисленш интеграла вида (1). 
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Прим-Ьняя рядъ Лагранжа, мы должны привести соответ- 
ствующее изъ трехъ уравнешй (172) къ виду: 

хг — С = у.0(;8г), (177) 

гд-Ь функц1я &(^) определяется соотв4тствующимъ изъ урав- 
нешй: 






(178") 



При этомъ соотв'Ьтствующую функщю (г), которая им'Ьетъ 
V значенШ, буденъ выбирать такъ, чтобы вышеуказанный корень 
г==Р (у) преобразующаго уравнешя, представленный равен- 
ствомъ (170) и движущШся по звену ^/5', когда у возрастаетъ 
отъ нуля, совпадалъ съ корнемъ уравнешя (177), разлагающимся 
по формуле Лагранжа. При такомъ выборе значешя функцш 
(г) количества: 

будутъ первое положительнымъ, а второе комплекснымъ, им^ю- 
щимъ амплитуду 212, при чемъ И определяется равенствомъ 
(165). 

Функщя П {у) для случая, когда Д^) им'Ьетъ форму (167), 
приводится помопцю уравнешя (177) къ виду: 

П(2/)=Д^)^ = /-'Я(^), (180) 

гд4 

В^^)^ ^,Т7'^<^^:1,У (181) 

^ ^ {г) — {^ — д (^) ^ 
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Очевидно, функщя Н (^) голоморфная въ области точки ^=2^. 
Применяя къ ея разложенш по степенямъ у формулу Лагранжа 
съ теоремою Копш-Руше, обозиачимъ чрезъ г положительную 
величину, меньшую разстоянхя точки X, отъ ближайшей къ ^ 
изъ особыхъ точекъ функцхй & {г) и Н {г). Если ближайшая 
къ X, изъ особыхъ точекъ функцхй П {г) и (г) окажется 
безконечно близкою къ 2^, то будетъ им-бть м-Ьсто особый слу- 
чай второго рода. Но мы устранили этотъ случай, и, следова- 
тельно, можемъ величину г избрать такъ, чтобы она была ко- 
нечною. Дал'Ье обозиачимъ чрезъ М и Л^ модули тах1шиш та- 
ххшогиш функц1й: 

при возрастанш со отъ О до 2::. Предположимъ, что 

г^ЛГ<1. (182) 

При разсматриваемыхъ обстоятельствахъ условхе (182) всегда 
можетъ быть выполнено, благодаря возможности уменьшать ве- 
личину У) поднятхемъ значешя -К^, лишь бы такое поднятхе не 
нарушало перваго главнаго услов1я, указаннаго въ § 3 {п^ 4). 

Такимъ образомъ, будутъ выполнены услов1я примЬнен1я тео- 
ремы Копш-Руше къ уравненш (177) и къ функц1и Н(г) для 
всЬхъ точекъ у кривой т] у у'т]', для которой им^отъ силу равен- 
ство (173) и которая изображена на фигур* 4. Это примкнете 
показываетъ, что всЬ точки у кривой т) у ^^ т^ должны лежать 
внутри круга сходимости разложешя функщи Н (^) въ рядъ 
Лагранжа по степенямь у, а вс* точки ^ кривой ^' / У ?' 
должны лежать внутри круга, описаннаго изъ центра 2^ ра- 
дхусомъ г. ВмЬсгЬ съ тЬмъ по той же теорем*! будемъ им'Ьть: 

гд* (183) 






Ь тлгггк — —^'^—^ • ^^^^> 
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Внося выражеше (183) фунщци Н (г) во вторую часть ра- 
венства (180), а зат-Ьмъ внося полученное вира1(а5еше функцш 

П («/) = /*(^) -=- въ равенство (172^), находимъ: 






гд* 



? - 1 г:2Г".1; . — -жг" ' ^ ^ 

^*=/ ^^У^^'-^^- (187) 

При условш: . 

|3'-+-й>0, * (188) 

гдЬ ^' есть действительная часть количества ^, и на основаши 
равецства (173) интегралъ 1^ представляется такъ: 

^,==Щ^^Р^^у?^^^-Ыу, (189). 

О 

Пусть число 5 выбрано такъ, что условхе (188) удовлетворяется 
При А; = 5, т. е. 

Р'-4-5>0. (190) 

^ъ такомъ случа-Ь всЬ интегралы «7)^, входяпце въ равенство 
(186), определяются по формул* (189). Им-Ья въ виду это за- 
ЛтЬчаше и полагая: 

с=:1-^-(6^^^Ч, (190') 
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а также П01№Я, что при выполненш услов1я (182) на основа- 
нш теоремы Коши-Руше нм^етъ силу неравенство: 

уб^Ьждаемся, что 



*=»« о 



=''^.ж{ ^^^'^^'''''''^У 



ф"*(0 (1-уЖ)" 
о 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что при условш (190) 

о 

Можемъ получить еще бол-Ье чувствительное выражете для 
р^ на основаши сл4дующихъ соображешй. 

При условш (190), изъ равенствъ (165), (186) и (189) и 
неравенства (191) сл4дуетъ, что 

гд-Ь 

Отсюда и изъ равенства: 
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сл4дуеть, что 



р,|<Г.1..Ж^|р /''-'Ф^У)^ 



о 

гд4 

Следовательно 
?'=^Г • 1-у;- Ж- ] гк) ^ С?!/, I X К 1, (193) 



гд-Ь Ф (у)) определяется при помощи равенствъ (192') и (192"). 

ЗамЬтимь, наконецъ, что формула (192) можетъ быть заме- 
нена и такою формулой, которая свободна отъ ограничешя ея 
услов1ями сходимости Лагранжева ряда, примененнаго къ фун- 
кщи Е (^). Въ такомъ случае вмЬсто безконечнаго ряда (184) 
мы должны взять уравнеше вида: 

В, = у'В^, (193') 

гд4 В^ есть функщя, определяемая уравнешями (183) и (193')^ 
въ которыхъ В^, подлежигь исключетю. Вместо равенства (186) 
при этихъ услов1яхъ будемъ иметь: 

?,= ]* '^Р^^У^^'-'В^у. (193") 

(4 7 У*/) 
Отсюда, при услов1и ^'н- в > О, слЬдуегь, что 



Р'='^/Яо '''""''*■ '"<'■ *"'' 



■> 



— по — 

Очевидно, фунЕЦ1я Н {г) голоморфная въ области точки ^=^. 
Применяя къ ея разложешю по степенямъ у формулу Лагранжа 
съ теоремою Копш-Руше, обозначимъ чрезъ г положительную 
величину, меньшую разстоянк точки ^ 01"ь ближайшей къ С 
изъ особыхъ точекъ функщй (-г?) и ^Г (^). Если ближайшая 
къ X, изъ особыхъ точекъ функцхй П {г) и (^) окажется 
безконечно близкою къ 2^, то будетъ имЬть м'Ьсто особый слу- 
чай второго рода. Но мы устранили этотъ случай, и, следова- 
тельно, можемъ величину г избрать такъ, чтобы она была ко- 
нечною. Дал'Ье обозначимъ чрезъ М и Л^ модули тах1шиш та- 
х1Шогиш функцШ: 

-0(^-+-ге^') и Н{1-^гё^^) 

при возрастанш со отъ О до 2т:. Предположимъ, что 

'/]ЛГ<1. (182) 

При разсматриваемыхъ обстоятельствахъ услов1е (182) всегда 
можетъ быть выполнено, благодаря возможности уменьшать ве- 
личину 7) поднятаемъ значешя -й^, лишь бы такое подняйе не 
нарушало перваго главнаго услов1я, указаннаго въ § 3 {п^ 4). 

Такимъ образомъ, будутъ выполнены услов1я примЬнен1я тео- 
ремы Копш-Руше къ уравненш (177) и къ функц1и Н{в) для 
всЬхъ точекъ у кривой т] у у' т]', для которой им^егь силу равен- 
ство (173) и которая изображена на фигур* 4. Это примкнете 
показываетъ, что всЬ точки у кривой '/177'/;' должны лежать 
внутри круга сходимости разложешя функцш Н (^) въ рядъ 
Лагранжа по степенямь у, а всЬ точки ^ кривой $' / У ?' 
должны лежать внутри круга, описаннаго изъ центра X, ра- 
д1усомъ г. Вм^ЬсгЬ съ тЬмъ по той же теорем*! будемъ им^ть: 

гд* (183) 



в 



=1: е1^. "-^5^^^- <-> 
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Бнося выражевхе (183) фунщш Н (г) во вторую часть ра- 
венства (180), а зат^мъ внося полученное вырааюте функцш 

йг 
и (у) =■ { {г) ^- въ равенство (172'), находимъ: 



гд* 



;1;=вв 



Р» 



^, (г*-мдчОе*(0} 



'^ 1 Г2Г7А; . ~ЙС*^=-' ' ^^^^^ 



А=5 



^н=^ ^^У^^'^-^с^у. (187) 

При условш: 

|3'-+-й;>0, ^ (188) 

щ^ |3' есть д'Ьйствительнал часть количества р, и на основаши 
равенства (173) интегралъ ^^^ представляется такъ: 

^,=^щР^^у?^'-Чу, (189). 

О 

гд4 

м,= е2«^+*)'-1. 

Пусть число 5 выбрано такъ, что условхе (188) удовлетворяется 
при к = 8, т. е. 

13'-4-5>0. (190) 

Въ такомъ случа-Ь всЬ интегралы ^^^, входянце въ равенство 
(186), определяются по формул* (189). Им-Ья въ виду это за- 
м-Ьчанхе и полагая: 

с=1-н(е^^^^'|, (190') 
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а также пощш^ что при вЕшолненш условк (182) на основа- 
н!и теоремы Копш-Руше им-Ьетъ силу неравенство: 

уб^щаемся, что 



к^8 ^ 

*3 



= '''N.Ж( ^^^'^У^^'''^'^У 



о 
Отсюда сл-Ьдуеть, что при условш (190) 

о 

Можемъ получить еще бол'Ье чувствительное выражеше для 
р^ на основаши слфдующихъ соображешй. 

При условш (190), изъ равенствъ (165), (186) и (189) и 
неравенства (191) сл-Ьдуеть, что 

гд* 

2кп ф-^-к) г 

Отсюда и изъ равенства: 
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сл^дуетъ, что • ■ 

о 

-ГД* 

ф(у) = 2] ?Л'^У'' ^^^^"^ 

Следовательно 

?=^^-"Л=?1^]ф%)^ ^У' |5^1<1^ (193) 

о 

гд-Ь Ф (т)) опред'Ьляется при помощи равенствъ (192') и (192"), 

ЗалгЬтимъ, наконецъ, что формула (192) можетъ быть зам-Ь- 
нена и такою формулой, которая свободна отъ ограничешя ея 
услов1Ями сходимости Лагранжева ряда, прим4неннаго кь фун- 
кщи Н {^з). Въ такомъ случае вместо безконечнаго ряда (184) 
мы должны взять уравнеше вида: 

В, = у'В„ (193') 

гд4 В^ есть функщя, определяемая уравнешями (183) и (193'), 
въ которыхъ В^ подлежигь исключешю. Вместо равенства (186) 
при этихъ услов1яхъ будемъ им-Ьть: 

Р,= / '^^^^У^^'-'В^у. (193") 

Отсюда, при услов1и Р'н- 5 > О, сл-Ьдуетъ, что 

Р.= V^'|:||/+''-^%, |Х1<1, (193'") 
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ГдФ (А ебть наибольшее 8начен1е модуля выражешя 

для точекъ кривой т) у у'г/ . 

Формула (185) и та или другая изъ формулъ (192), (193) 
и (193'") приводить задачу къ приближенному вычислешю ин- 
теграловъ вида (187) и къ оц-Ьик-Ь предйловь интеграла, вхо- 
дящаго во вторую часть равенства (192). Эти вопросы мы раз- 
смотримъ отдельно для каждаго изъ преобразовашй (172). 

п^ 30, Применяя къ вычисленш интеграла [^'//'Н"] первое 
изъ преобразовашй (172), будемъ им^ть: 

ф(^) = фС0е-2^\ (194) 

Вм4ст4 съ тймъ равенства (187) и (193) получаютъ видъ: 

/^= Г е-^^' у^'^-' %, (195) 

о 
г К.ШФ(:г^ V у / .195') 

V 

|Х|<1, О<0<1, р'н-8>0. 

Разсмотримъ путь г^ у -^'г/ пнтегрпровашя въ предал*, когда 

/] = -+- со и г/=-|- оэ.е "'^, гд-Ь а определяется равеяствомъ 
(165). Этотъ предельный путь интегрирован1я обозначимъ чрезъ 
^ и положимъ: 

3,=^ ё-^'^'у?^'-Чу= ^'' ^^^, ' , (196) 

(^) V.т 



гдъ 

Очевидно, равенство (195) приводится к'ь виду: 

«^)Ь=Л-ь %•='*, ' (197) 

гд-Ь интегралъ 1^,, определяемый равенствомъ (196), есть при- 
ближенная величина интеграла ^^^ вида (195), а и^.о'^^ есть 
погрешность этой величины, при чемъ количество ^1^ пред- 
ставляется на основаши равенства (173) такъ: 

со 
^\=— г е-^'^У"у?^'''-Чу. (198) 

Для получешя пред^ловь величины ^'^^. при д-Ьйствительпомь 
Р можемъ преобразовать интегралъ (198), положивъ: у^=и, и 
иослЪ преобразован1Я воспользоваться неравенствами вида (45) 
и (45'). Такимъ образомъ найдемъ: 

Т а г. = °'*= ^^-^ > (199) 

если р-нА — V§0, и 

-^ ^ ^ г', ^ ^^—1-1 ' (199') 

если Р н- А — V ^ о . 

Для получен1я предЬловъ о\ при мнимомъ р зам-Ьтимъ, что 
изъ равенства (198) вытекаетъ сл-Ьдующее: 

со 
г', = х| е-'"У'' 2/^'+*-1 ау, I X ! < 1, (200) 
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Равенство (1729 Щ>и помощи равенствъ (180), (202',), 
(202",) и (194) приврдится къ виду: 



Ль=1 



гд4 



^^-=[ в--^'2/'^ + *-*(г2/, (202,) 



е-^У'у^^'-'В^Лу, (202,) 



.=/ 



Ври чемъ (^ и Я(^) определяются равенствами (178) 
и (181). 

Предположимъ, что значеше многозначнаго (при V>>1) вы- 
ражешя (^ выбрано такъ, что д-Ьйствительная ось совпа- 
даетъ съ касательА)й въ точк4 О къ кривой Оу), которую опи- 
СБюаетъ точка у цри движеши 2 по кривой Х,\'. 

Вообразимъ дв*! безконечно удаленныя точки: 

оо = -I- со .7) и со'= ч- со .У)', 

гд*! -4- со есть безконечно большая положительная величина. 
ЗатЬмъ вообразимъ прямыя сог^ и у)'с>э'. Присоединивъ эти 
прямыя къ кривой У)уу'71', получимъ лишю оэг^уу'у)'оэ'. Обо- 
значивъ эту лишю чрезъ /8^ и принявъ ее за путь интегрнро- 
вашя, положимъ: 



^*=1 






Будеыъ им^ть: 



179 ^ 



V 






V 



1^ и^^ опредйляется равенствомъ (196') и 

'(1/со') (>?со) 

Это количество ^^ есть погр'Ьпшость приближеннаго внражешя 
интеграла ^^^^ опредЬляемаго равенствомъ (202^). Преобразова- 
шя перем']&ннаго у въ интегралахъ, стоящихъ во второй части 
равенства (202,), при помощи соотв']Бтствующихъ формулъ: 

,7 V (202\) 

приводить равенство (202,) къ виду: 

1 

Отсюда сл-Ьдуетъ, что 
1^»1<^Г (е-'^''' -^ е-'^А и-^— аи, (202.) 

1 

гд4 Р', 1Г, и а/, суть дМствительныя части количествъ: р, •»)* 
и. г/* и и.д. есть ш1г1большШ изъ модулей количествъ: 

12* 
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(202з) и (202^о). Изъ равенства (203^ и неравенствъ (203^) 
и (2ОЗ5) сл-Ьдуеть, что 



■Г1\.М 1-1 -/)' I .М 



р» Г+1 V 1- I -/5 1 . ж 1-1 -о' I .лг 1 

(203, X 
|Х|<1. 

п®31. Применяя къ вычисдешю . интеграла [Е'/^е?"$''] второ» 
изъ преобразовашй (172), будемъ им^ть: 

Ф (^) = Ф(0 (1 - /)• (204> 

ВмФстЬ съ тЬмъ равенства (187) и (193) получать видь: 

Л=| (1-г/ТУ^"'*-'%. (205> 

о 

(206> 



=х.е. ^ 

8 



2У. 1Р Ф (У)) Г{1ч-т)Г (^^) 
(1— О'Ж") V .г( 1 -*- ^^ н- т) ' 

|Х|<1, 0<е<1, Р'н-8>0. 

Обозначимъ путь т] у у' /)' въ предЬл§, когда 7)=1 и у{=е^' у 
чрезъ 5 и полоашмъ: 

(8) 
щГ{1^ш)г1^^) 
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т]^щ определяется равенствомъ (196'). Легко убедиться, что 
интегралъ ^|^ вида (205) приводится къ виду: 

' е7,= ;,н-г.,г\, (208) 

гд* интеграл'ь У^, определяемый равенствомъ (207), есть при- 
ближенная величина интеграла е7^, а и,^ 8\ есть погрешность 

этой величины, при чемъ величина о\ представляется при усло- 

В1И (173) такъ: 

1 

^и=-^{^-уТу^'^'''с1У' (209) 



Для йолучешя пределовъ величины 8\ при дЬйствительномъ 
/3 можемъ въ интеграле (209) положить: у^= и и после пре- 
образован1я этого интеграла воспользоваться формулой вида 
(118). Такимъ образомъ найдемъ: V 






— {^н-(1-^)в*) ' ,0<е,<1. (210) 



При мнимомъ |3 изъ равенства (209) следуетъ, что 
1 

^'* = ^/(1-2/Г/'"'~'^2/, 1^1<1, (211) 

>? 

Где Р' есть действительная часть р. Затемъ къ интегралу, вхо- 
дящему въ формулу (211), по преобразоваши переменнаго у 
при помощи уравнетя у^=^и, можемъ опять применить фор- 
:мулу вида (118). Такимъ образомъ найдемъ: 

^^*= ..(ш^-Х) <^-*-(1 - ^)0,}-^ , (212) 
|Х, |<1, 0<е;ь<1. 
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. Равенство (185) ири помощи равенствъ (207) и (208) при- 
водятся къ виду: 

, Г(1н-т)г(^)ч 

^'-' 1 с?*-{ячое*((:)} Г(^-^^)г {^)ч 

*=1 V.^^^1-^-'- 1-т| 

(213) 



)> 



гд'Ь количества &(С), Л{^) и % определяются равенствами 
(178'% (181) и (196') и погр^пшость Д^ представляется такъ: 



к=8-1 



А.- Р.-*- -« (О ^, «„-4- ^ ^-^-^ щш=г-, , (214) 

при чемъ пределы количествъ р, н 8\ определяются при по- 
мощи соответствующихъ изъ формулъ (206), (210) и (212). 

п^32. Прим-Ьняя къ вычислешю интеграла [5'//'^"] третье 
изъ преобразовашй (172), будемъ имЬть: 

Ввйсй съ гЬмъ равенства (187) и (193) получаютъ видь: 

^ ^ (216) 



ч ^ 






,У\т 



(1 -^ 2/")"' ^ 



_:> 1. N.М'Ф^^^) Г 

^ жж'Ф(,)г(^-:^^)г(.-^^) 

=^^Т-1=?Ш V. Г(т) ' ^^^'^^ 

|Х|<1, 0<е<1, р'н-5>0. 
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Обозватамъ путь Ч V Т* ''1' ^^ Щ)ед4л4, когда у) :^ н- со и 
7)' = -»- со . е^ ', чрезъ 5 и положимъ: 



у) 



''-] (Г 

(5) 

V. Г.{т) 



(218) 



гд4 «*^ определяется равенствомъ (196'). 

Легко убедиться, что интегралъ «7]^. вида (216) представляется 
такъ: 

^Iс=к'^^\^ч^ (219) 

гд-Ь интегралъ ^\, опред-бляемый равенствомъ (218), есть приб- 
лиженная величина интеграла е/;^;» ^ ^-^а ^^ть погр-Ьшность 
этой величины, при чемъ количество 8\ представляется при 
условш (173) такъ: 

^^— ] (1 -4- уУ^ • (220) 

Для получешя предЬловъ величины 5^^ при д-Ьйствительномъ 
Р можемъ прим-Ьнить къ интегралу (220) формулу (2), при 
помощи которой найдемъ: 

&±^ со 



^--(г^) I 






г, (1-^.у')"^ 

р+к—у 

-^ , (221) 



(»^V — 13 — Л) (1 ч- -г/) 



ш — 



?+к 
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Если количество ^ мнимое, то изъ равенства (220) сл-Ь- 
дуетъ, что 

8' 



к 



\[ 0^^=??' '""<'' ^'^'^ 



гд-Ь Р' есть дМствительная часть р. Входяицй въ равенство 
(222) интегралъ допускаетъ такое прим-Ьнеше формулы (2), 
которое сейчасъ было выполнено относительно интеграла (220) 
при д'Ьйствительномъ |3. Повторяя это прим-Ьнеше, найдемъ: 

(^V — р — Й)(1-4-^) 



. »»- у 



Равенство (185) при помощи равенства (218) и (219) при- 
водится къ виду: 

[щгп = г (0 {я© -^ ,р;^) "' - 

"^^ 1 . 2...к Ш^' V Г{т) 

-ч- А, } , (224) 

гд-Ь количества (2^, Н{<ь) и 11,^ определяются равенствами 
(178), (181) и (196') и погр-Ьншость Д^ представляется 
такъ: 

А=1 



^ 





1грн чемх предали колпчествъ р^ и ^^ опре,тЬляются при по- 
мощи соотв^Ьтствующпхъ пзъ форму лъ (217), (221) и (223). 

§ 10. Вычнелев1е а|1аблп»:енвы1Ъ оы1»ажен1н вровзводиоВ 
сР^'''* (х). Далск1К члевъ ряда Тейлора влп Маклер еяа, Првблв- 
жевяор выра!кев1е фувкц[п Х^,^ Лезкандра в в:^сл1Ьдо&ав1е во- 
грЪшвоств этого выражев[л. 11ереве€ен1е поетроен1з1 освовного 
путв въ общемъ случа* ва оолЪг простыв модулярвыя поверх- 
юств. Нрвблвжеивое вычв€лев1е далеквхъ члевоьъ ряда Лорава. 

п"33. Предполагая, что функц1Я Ф{х-^^) голоморфная въ 
области ТОЧКЕ ^ = 0, вА^'Ьемъ: , 

<^""Ч-)-Ч^7^^^^^'' (226) 

(О) 

гд-6 (О) есть замкнутый контуръ, окружающ!» въ положптель- 
ноыъ ыаправлеши начало О координатъ и неокружаюоцб осо- 
бнхъ точекъ функщи Ф (ж -4- г) перемЬннаго г. 

Применяя къ интегралу (226) приближенное вычислеше, 
должно аоложить: 

■•: '«^ ф(^)=.±. (227) 

Модулярная поверхность, соотв^Ьтствующал указанной функц1п 
4^ (-г), есть поверхность вращен1Я, круговыя с^чешя которой 
суть лЕшп уровня* Рад1усы этихъ круговыхъ с/Ьчешй вовра- 
стаютг сь понижетемъ уровня, Лии^н^ ортогональныя къ ли- 
Н1ямъ уровня, представляются образующими этой поверхности 
вращен1я н не могутг! пм-Ьтб кратныхъ точекъ. Проекц1и орто- 
гональныхъ лпшй на плоскость комплекснаго перем4нпаго в 
суть прлиыя лиши, выходяпця взъ начала О координатъ. 

Разсматрнваемая модулярная поверхность им4етъ единствен* 
иую вершину, поднимающуюся вверхъ до безконечностн и соот- 
вЬтствующую точк* ^ = о. Ортогональный лпнш нисходятъ 
огь &ТОЙ вершины, достигая нпзшаго уровня при ^г = <эо^ 
Гибкая растяжимая замкнутая нить (О), изображающая на 



1 
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модулярной поверхности путь интеграла (226), при ссодзаши 
не будетъ встр'Ьчатъ ипыхъ препятствш, кром'Ь иглъ, укр^&- 
плешшхъ въ особыхъ точкахъ функщи 



({'>)= 



Ф{х -\- г) 



(228) 



I 



Первонача.1ьное положеше нити (О) нзберемъ такое^ чтобы 
при дальнМшеп деформадш не получалось лвшнихъ ортого- 
нальныхъ ветвей, которыя потомъ пришлось бы сокращать. 
Такое положеше представляется безконечно малою окруж- 
ностью, которая лежятъ въ пересЬчензп модулярной поверхно- 
сти съ безконечно высокою горизонтальною плоскостью. Такая 
окружность будегь лежать выше всЬхъ особыхъ точекъ ^ 
функцш Ф (а? н- г), принадлежа области, въ которой функщя 
эта голоморфна. Пусть разсматриваемая нить (О), начиная отъ 
этого первоначалънаго положешя, сползаетъ по ортогональ- 
пымъ направлешяыъ, подчиняясь ука:1аннымъ въ «"24 дефор- 
мащямъ при встр'Ьч^ съ иглами, укр'Ьпленпыми въ особыхъ 
точкахъ г функщи Ф{х-\- в)^ и образуя вблизи этнхъ точек-ь 
петли, которыя въ данпомъ случае будутъ представлять пол- 
ные обходы и образуют-ь сомкнутый звенья того вида^ какой 
изображенъ на фигур* 2. 

Въ результате такой деформац!!! получится основной путь 
Л, форма котораго вообще будетъ зависЬть отъ высоты М^ 
уровня Х, ниже котораго не могутъ сползать точки движу- 
щейся нити, Этотъ уровень Ь необходимо взять т\жв особыхъ 
точекъ, занимающпхъ самое высокое положеше на модулярной 
поверхностл! и представляющггхъ собою главныя точки, а так- 
же ниже точекъ подглавныхъ. 

Ортогональный основной путь Л, въ которомъ выше уровня Ь 
лежа1ъ лишь главныя и нодглавныя точкп, а остальныя особыя 
точки г <(>ункцш Ф {х -ь в) лежать ниже этого уровня, обо- 
значимъ чрезъ Л' (на такомъ пути н*Ътъ нормальныхъ точекъ). 
Вътом-ь же случае, когда уровень /у понижается та1сь, что Бад:ь 
этимъ уровнемъ могутъ оказаться нормальный точки и друпя 



1 
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особый точки г фунюци Ф (а; -*- ^), кром4 главныхъ и под- 
главныхъ, ортогональный основной путь Л обозначимъ чрезъ Л". 

Посл-Ьдуюпця построенк будемъ разсматривать въ проекщяхъ 
на плоскость комплекснаго перем^ннаго г. 

Опишемъ на плоскости комплекснаго перемйннаго 2 изъ 
центра О окружность С, проходящую чрезъ ближайшую къ 
О особую точку Х,^ функщи ;2?/'(^) = Ф (ж -*-;?) И ограничи- 
ваюш,ую кругь сходимости разложеюя функцш Ф{х-^1и) въ 
рядъ Тейлора по степенямъ т. Главныя точки основного пути, 
эквивалентнаго пути (О) интегрировашя, совпадаютъ съ осо- 
бшга точками функщи ^ /'(^)=Ф {х н- ^), лежащими на окруж- 
ности С Подглавныя точки при данныхъ обстоятельствахъ 
возможны лишь въ томъ случа*!, если функщя г /*(;гг) зависитъ 
отъ изм-Ьняющихся параметровъ и им'1егь особыя точки^ лежа- 
щая вигь окружности С и стремящ1яся въ пред'Ьл'Ь вступить на 
эту окружность. Будемъ въ такомъ случай подглавныя точки 
присоединять къ главнымъ, понимая ниже главныя точки въ рас- 
ширениомь смысл*!. 

Пусть проекц1и на плоскость комплекснаго перевгЬннаго ^зг глав- 
ныхъ точекъ будутъ: ^,, ^>,.- •> ^л (см. фиг. 5). Пусть эти точки 
слйдуютъ другъ за другомъ въ порядке возрасташя ихъ ампли- 
тудъ, начиная огь амплитуды ^ 

величины ^^. Окружимъ точки 
С,, 1г,'--ч ^п безконечно ма- 
лыми окружностями р^ д, ^^ р^ , 

Р,9гГ^,,-"^ Рп9п^пРп И опи- 
шемъ изъ центра О окружность 
/5 такъ, чтобы главныя точки ^, , 
^2 , . . . , ^^ и соотв-Ьтствующхя 
окр^ятост р,^,^^р„ р,^,^,р,у.., 
Рп^пТпРп лежали внутри ок- 
ружности 5, а остальныя осо- 
быя точки функцш ^/*(^)= Фиг. 5. 
=Ф{х-^^г) размещались внгь окружности 5. Рад1усъ окруж- 
ности /5, которая на фигур-Ь 5 изображена кривою ^Да^пг 




ободаачимъ чрвзъ г. Эта окружность 5^ цр^дстаэлаетъ проекцш 
лиши уровня, лежащей въ упошнутой выше плоскости X. 

Высота Д, этого уровня будетъ: Е^ = | ф (г) | = - . По ус- 

ловш построетя окружности й' будемъ им'Ьть: 

г> р, (229) 

гдф р есть радаусгь вышеуказанной окружности С. Проведемъ 
дрямыя ]Р1 5| 5 1>,Н, , . . . , Рп^п^ гфедставляюпця кратчайппя разстоя- 
нш каждой изъ окружности Р19^1Р1 РЛх^чР^^^*', РпЯ.п^1$п 
отъ окружности Я^. Очевидно^ за проекцш ортогональная 
основного пути А' вюжемъ принять замкнутую кривую 

\Рк 2|^|1>, ^1 Н^«22^е1^Д2'- • • "^пРп^^пРпК^ ^ слагающуюся изъ 
сл4дующихъ частей: 1) прямой %р^^ 2) окружности р^^^^^р^, 
3) прямой рХу 4) дуга 5Ду окружности 5, 5) прямой ^^^р^, 
6) окружности |>^д,г^5, 7) прямой ]рД 2,. .. Еоличества ^К^ и 
К^ для найденнаго основного пути, разсматриваемаго въ пре- 
дал*, когда радаусы окружностей ^),2|^1^^5^Р2?«П^Р«>-- -^РпЯ^п^пРп 
стремятся кь щщ>^ будутъ: 

■К;==К(^.)1=4-' (230) 

г 

Я,=Д=|-И^.)|=^. (231) 

Найденный основной путь Л' прим-Ьчателонъ въ томъ отно- 
шеши, что на всемъ протяженш его не можетъ быть другккъ 
особыхъ точекъ интегрируемой функщи, кромЬ главныхъ и 
подглавныхъ. Это свойство пути Л' им^етъ важное значеше. 

Очевидно, разсматриваемый основной путь Л' подразделяется 
на так1я звенья перваго рода, кон удовлетворяютъ услов1ямъ 
теоремъ I — VI. При этомъ по отд4ленш второстепенныхъ ча- 
стей основного пути Л', совпадающихъ съ окружностью ^8, 
получаются нормальныя звенья второго рода, принадлежащм 
къ сомкнутымъ, кои изображены на фигур-Ь 2. 
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; Указацння «нойства, прршцдлежапця кривой А\ разсматри- 
ваеннй основной путь Л сохраняетъ до тЪжъ поръ, цока 
01фуфность б^у съ возрастатемъ ея радгуса г, не достигнетъ 
бдшкаШпей къ началу О особой точки в функцш Ф(а;н-^8г)у 
ое совпадающей съ главными н иодглавнБши точками. Обоз- 
начямъ это пред'Ьльное значеше г чрезъ г«. Бели г^ = ео, 
т. е. если функщя Ф{х-%-г) въ конечной области не им^етъ 
друщк'ь особыхъ точекъ, кром^ главныхъ и подглавньщъ, то 
дуть А всегда обладаетъ свойствами кривой А". 

Но вфбдцоложимъ^ что количество ^^ конечное. Пока 
^^^19 основной путь. А обладаетъ свойствами пути А' 
и притомъ имЬетъ силу равенство Д =^ К^. Но если 
г увеличится такъ, что будемъ имЬть: ^ > «"о то, кро- 
м6 главныхъ и подглавныхъ точекъ, выше уровня Ь ока- 
жутся друпя особыя точки г функцш Ф(д?-+-^), около ко- 
торыхъ образуются новыя петли и нисходяпця отъ нихъ орто- 
гональный в'Ьтви, кои войдутъ въ составъ основного пути л, 
при чемъ такой путь выше былъ обозначенъ чрезъ А". Изъ 
правила для опред^лешя величины К^ видно, что наивысш1я 
дзъ этихъ посл^днихъ особыхъ точекъ (одна или болЬе) будутъ 
представлять собою иорма^гьиыя точки (см. п® 25) и должны 
лежать въ уровнЬ Х^, разстояше котораго отъ плоскости ком- 
ллекснаго перемЬннаго представить нормальное значенье вели- 
чины К^. СлЬдовательно, будемъ им-бть: 

-Й^, = I Ф (*•.) I = ^ (231') 

9 Притомъ, очевидно, 

^, > До = ^- . (231") 

|Итакъ, величина -К,, соотв-ЬтствующаГ разсматриваемому 
основному пути А", представляетъ нормальное значеше коли- 
чества ^К,, определяемое при помощи равенства (231'). Вм4стЬ 
С1},т4мъ вышеупомянутыя особыя точки функцш Ф (а?-+-;ег), 
код лежатъ въ плоскости уровня Х^, высота котораго предста- 
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вляется нормальнымъ значешемъ К^у суть иормальныя точки 
основного пути Л". 

Разсматривая эти точки, зам4чаемъ, что нормальная точка 
^ будетъ подобною главной, если на прямолинейномъ отр-Ьзк^ 
Оз н4тъ главной или подглавной точки, при чемъ этой точкЬ 
будетъ соответствовать петля, обратившаяся въ точку, и такая 
часть пути Л", которая подобна звену второго рода, изображен- 
ному на фигур* 2. Если же на отр^зк* 0^ лежитъ главная 
или подглавная точка ^, то точка 5 будетъ существенно нор- 
мальпою. Форма проекщи основного пути Л", имЬющаго су- 
щественно нормальную точку }, изображена на фигур'Ь 6 кри- 




Фиг. 6. 

вою Л^р'^^^'р^^р/^"р'^ вел, въ которой петли, образуемыя 
вблизи точекъ } и ^, представлены дугами р'(1г\р€1гр и /д'У» 

Если для нормальнаго значешя ^К^ отношеше К^ : К^ стре- 
мится по какой либо причин* къ 1, то нормальный точки, по- 
добный главнымъ, могутъ быть приняты за подглавныя точки, 
а существенно иормальныя точки приведутъ къ. существенна 
особому случаю перваго рода (см. ^^21) или, иначе, къ осо- 
бому случаю второго рода (см. п° 22). 

Разсмотр-Ьвъ построенхе основного пути Л, обратимъ вни- 
маше на одинъ курьезъ. Казалось бы, наиболее простой слу- 
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чай въ нашей задач-Ь тотъ, когда функщя Ф (а; -+- ^е?) голоморфа 
ноя во всей конечной области плоскости комплекснаю перемгьн- 
нто в. Меаду тЬмъ этотъ случай представляетъ затруднеше 
бсд^ств1е невозможности осу1цествить описанное выше построе- 
те основного пути Л, которое основано на предположеши, что 
функщя Ф {х-^е) им^етъ особыя точки въ конечной части пло- 
скости комплекснаго перем^ннаго. Для выхода изъ этого 
за.труднен1я остается лишь осложнить выборъ функцш ф {в) въ 
КБгеграл^ (226). Съ этою ц'Ьлью можемъ, наприм^ръ, поло- 
акить 



Ф(^) 



2^ 

_{ Ф(ж-*~^) }^ 



хгри чемъ задача приведется къ приближенному вычислетю 
Интеграла: 

'г (^) т 

(0) 



/ 



Устраняя изъ разсмотрЬтя этотъ исключительный случай, 
ПЧ)ейдемъ къ вычислетю интеграла (226), отнеся его къ вы- 
шеуказанному ортогональному пути Л', т. е. полагая: 

#».М=Цй^/^^'&. (232) 

(ло 

Очевидно, интегралъ (232) распадается на сумму интегра- 
оювъ, соотв^тствующихъ отд'Ьльнымъ звеньямъ перваю рода, 
^а который разделяется путь Л'. Къ каждому интегралу, вхо- 
;^ящеку въ эту сумму слагаемымъ, применима теорема V, если 
:выражеше: 

(^К, -.К^у = (I) (232') 

удовлетворяетъ первому главному условш (п^4) и если не им-Ьеть 
мЪста особый случай второго рода. Если при этомъ функщя 

13 
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Ф/а5н-;8г) обращается для главной точки ^=С въ безпеч- 

I 
ность порядка не ниже 1 относительно р , то прежде при- 

м4нешя теоремы V нужно воспользоваться прхемовгь, ука- 
занныАГЬ въ п^1Ь. 

Но въ данномъ случа-Ь вообще удобнЬе воспользоваться зве- 
ньями второго рода и относящимися къ нимъ формулами, указан- 
ными въ § 9, вм^стЬ съ прхемомъ, основаннымъ на отдЬленш 
второстепенныхъ частей основного пути А', каковыя части 
совпадаютъ съ дугами окружности в'. Применяя этотъ прхемъ, 
находимъ: 

Ф«(^)=У; {[5,ШЛ^р,Ун-[5,Н,,Л, $„,,=5„ (233) 

гд4 вообще 

г,, 1.2...ШГ Ф{х-^2) ^ ..... 

[аЪс]= ^^. I ;...ь, а^. (234) 

[аЬе) 

Прежде всего заюЬтимъ,что дуги ^^^^, ЕаНз?.--, Н„Н, окруж- 
ности /5 предСтавляютъ совокупность второстепенныхъ частей 
звеньевъ основного пути Л, къ которымъ применяются зам*- 
чашя, указанный въп^ 10 (пункт. I). Сумма интеграловъ вида 
(234), отнесенныхъ къ этимъ частямъ, представляется такъ: 

У;[^>^^А+«]=^-1-2---^-2^?[^Г(;).(-^Г I 5^ 1<1' (235) 

где [Л есть тахипит тахипогшп модуля функщи Ф(ж-*-ге"*) 
при возрастанш со отъ О до 2т:. Эта сумма не повл1яетъ на 
искомую приближенную величину и лишь войдетъ въ составь 
ея погр-Ьшности. 

Зат-Ьмь перейдемъ къ интеграламь [^кР1сйкТ!сРк^кЪ входя- 
щимъ въ равенство (233). 

Интегралъ [^^?2^^^] этого вида отнесенъ къ звену ^р^^р^ 
второго рода, каковыя звенья и соотв'бтствуюпце имъ интегралы 
разсмотр-Ьны были въ § 9. Звено ^р^^р^ сомкнутое^ при чемъ 
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ря него величина О, опред-бляемая равенствомъ вида (165), 
орхобр'Ьтаетъ въ данномъ случа']^ значеше: 

О = — т:. (236) 

Прин^Ьнеше кь интегралу [Нр^г^Н] .фориулъ, данныхъ въ 
§ 9, возможно лишь въ томъ случа'Ь, если фуншцю ({г) = 
г^ Ф (ж -♦- ^) въ области главной точки г = Х, можно предста- 
вить тавъ: 

^^={,-Х)^^~' ф^[г)-^{г--0)^*" ф,{г)-^..., (237) 

гдЬ 5(?,(^), р5,(^8?),. . . суть функцш голоморфный въ области 
точки ;? = с и не обращаюпцяся въ нуль при г = Х,. Эти 
формулы применяются къ отд1льнымъ членамъ второй части 
равенства (237). При этомъ можемъ опустить во второй части 
равенства (237) членъ, соотв-Ьтствуюпцй целому положитель- 
ному значешю ^, а если во второй части равенства (237) 
окажется членъ съ ц'блымъ отрицательнымъ значешемъ р, то 
гатегралъ, соотв^тствуюпцй такому члену, получается при по- 
мощи интегральныхъ вычетовъ. 

Интегралы, соотв'Ьтствующге членамъ второй части равенства 
(237), коимъ соотв'бтствуютъ дробный или мнимыя значешя Р, 
ннчисляются при помощи любой изъ формулъ (202), (213) и 
(234), полагая въ нихъ V == 1 и определяя И при помопщ ра- 
венства (236). Формулы эти, благодаря виду функщи ф (^), опре- 
Йиемой равенствомъ (227), въ данномъ случае бол-Ье всего 
соотв4тствуютъ прим*нен1ю ряда Маклорена, а не ряда Ла- 
гранжа, ум4стнаго лишь при болЬе сложномъ состав-Ь функц1и 
^(г\ когда нужно имЬть д-Ьло съ алгебрпческими трудностями 
1фкрЬшенш уравнен1я, связывающаго перем'1нныя. 

Въ заключеше сд^^лаемъ н'Ьсколько общихъ зам'1чан1й по 
поводу важнаго значешя р']&шаемой по вышеуказанному плану 
задачи о приближенномъ вычислепхи производной Ф^^^ {х) въ 
рввлпныхъ вопросахъ математическаго анализа и его прило- 
женШ. 

Существуетъ множество такъ назваемыхъ спегтльныхъ функ- 
ЦЙ, къ которымъ принадлежатъ функщи Лежандра, Чебышева 

13* 
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и пр. и которыя выражаются производными вида Ф^"*^ (ж). 
Сюда принадлежать функц1и тригонометричесшя, наприм'Ьръ, 



^"' ^? = ^ Г(2т) ^^^^^ "^ ' ге=С08?, 

и вообще полиномы, представляющ1еся такъ: "* 

?т(«^)— 1.2. ..Ж "^^?^ "~~ ' 

(237.) 

гд4 С есть постоянное количество. Чтобы выразитъ функц1Ю 
<р^ (^) посредствомъ производной вышеуказаннаго вида Ф^^^ (х), 
разсмотримъ уравнете 

го — и = -^а{го — а) {го — Ъ) (ЗЭТ^). 

и разложимъ определяемую при посредств-Ь этого уравненхя 



въ рядъ по степенямъ ^, разумея подъ го тотъ корень уравне- 
Н1я (2373), который при ^=0 обращается въ го=^и. Разло- 
жете это получается при помощи формулы Лагранжа и пока- 
зываешь, что коеффищентъ при ;8г'" въ этомъ разложенш со- 
впадаетъ съ выражешемъ 

2'^,{и — а)'(и — ЪУ 

— С ^'^ ^""^ ' 

Отсюда сл-Ьдуеть, что 

?- (^) 2'М.2...т ^ ^^^' ^^^^^' 

при чемъ функц1я Ф{^), определяемая уравнешями (ЗЗТ^) и 
(237з)5 выражается такъ: 

\{а — Ьуг^ — 4 (2«< — а — Ъ) 0-+-4: 
2 н- (ач-Ъ) г—\/{а—Ъуе*—4: (2ц— а-Ь) гн-4 
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Эти функцш 9т (^) игрЗ'Ютъ весьма важную роль при р4шеюи 
вопросовъ о приближенномъ вычислеши иитеграловъ '), а также 
при разсмотрЬнш различныхъ разложеюй, употребляемыхъ въ 
механике и математической физике. При большомъ т прибли^ 
женныя выражетя такихъ спещальныхъ функц1й, получаемый 
по вышеуказанному плану, сопровождаются оценкою погреш- 
ностей, которую не могли д-Ьлать прежше авторы. Вычислеюя 
этого рода выполнены ниже (въ п^ 34) со всею подробност1Ю 
въ прим4неши къ функцш Х^ Лежандра, въ которую пере- 
ходить функщя (р^ {и) при Х=[л=0 посл4 замены перемен- 
наго и П0М0Щ1Ю уравнешя: 

«* = - {{а — Ъ)х-^ а-^Ъ) . 

Обратимъ еще внимаше на нижесл'бдующее. 

Им']^ способы приближеннаго вычислен1я производной Ф^^^х), 
мы можемъ получать приближенныя выражев1я далекихъ чле- 
новъ ряда Тейлора, представляющаго функщю Ф(а?-1-^), а 
при а;=0 ряда Маклорена, опред^ляющаго функщю Ф {^). Эти 
приближенныя выражен1я играютъ важную роль 1) при изсл-б- 
доваши услов1й сходимости этихъ рядовъ на самыхъ окруж- 
ностяхъ круговъ сходимости и 2) при изыскаши способовъ для 
облегчен1я вычислен1я суммы этихъ рядовъ. 

Второго вопроса мы коснемся ниже (въ п^ 39, пункт. I). 

Чтб касается перваго вопроса, то приближенное выражеше 
далекаго члена 

^-= 1.2. ..т ^^^^--^ 

ряда Тейлора, представляющаго функщю Ф(а;н-^),даетъ воз- 
можность примЬнить къ этому ряду обычные признаки сходи- 
мости рядовъ. Такъ, если для каждой главной точки ^ основного 
пути Л фунюця ^~"* Ф(а?-ь^) представляется въ форм* (237) 
и если а есть наименьшая изъ д-Ьйствительныхъ частей вс4хъ 



*) Н. Я. Санинъ, „О приближенБЫхъ вычислен1яхъ опред4ленныхъ ин- 
теграловъ". Университетск1я Изв'Ьст1я. Баршава. 1887. 
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доказателей |3 для всЬхъ главныхъ точекъ, то приближенное 
ЗБфажеше указаннаго члена г*^, опред'Ьляемаго равенством^ 
(237,), при положеши точки & на самой окружности С круги 
сходимости должно им4ть форму: 

^« = ^, (237,) 

гд-Ь А^ есть количество, модуль котораго при неограниченномъ 
возрастати т не выходить изъ конечныхъ пред-бловь. Изъ 
равенства (2378) видно, что рядъ Тейлора при разсматривае- 
мыхъ условхяхъ для всЬхъ точекъ -гг окружности С круга его 
сходимости будетъ сходящимся, если а > 1, и будетъ расхо- 
дящимся, если а<СО; если же 0<[а<1, то сходимость раз- 
сматриваемаго ряда будетъ зависать отъ амплитуды количества 
Л^, при чемъ рядъ будетъ непременно расходящимся для тЬхъ 
главчыхъ точекъ основного пути А, для которыхъ въ разло- 
женш (237) дЬйствительная часть какого либо изъ показателей 
^^,^^,^^^ совпадаотъ съ а. Заключешя эти легко проверить 
ля функцш 

ф(^г.+-^)=(1 — ^)?-*. 

п°34. Въ видЬ примера разсмотримъ зц4сь со всею полно- 
тою выводъ приближеннаго выражешя функщи Лежандра: 

считая ш числомъ весьма большимъ. При этомъ постараемся 
не только получить искомое приближенное выражеше, но, и 
составить формулы для опред'Ьленхя предЬловъ его погр-Ьш- 
ности. Такихъ формуль нЬтъ въ мемуар* Дарбу *) и не 
встречается у другихъ изв'Ьстныхъ мн4 авторовъ, касавшихся 
этого вопроса. Между тЬмъ безъ бол4е обстоятельнаго прибли- 



*) Прнм'^няя къ приближенному вычисленш функщи Х„ свой способъ 
Дарбу ограничивается лишь указашемъ порядка малой погрешности (сх 
Доаша! <1е Ма^ЬётаИдпез рогев еЬ аррИдаёев, 3 — те бёпе, 1. 1У, р. 39. 
1878). Принципъ Дарбу и не можете идти дал-Ье этого въ оц*нк4 по- 
грешностей лриближенныхъ выражен!й. 
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геннаго вычцслешя функцш Х^ не можетъ обойтись теор1я 
раздоакешй по функщяиъ Х^^ такъ какъ на такомъ вытаслеши 
основываются: 1) опред&юте пред^овъ дополнительнахч) члена 
каждаго изъ такнхъ разложешй и 2) облегчеше вычислешя 
безконечныхъ рядовъ, представляемыхъ этими разложенгшш (см. 
п*38.). 

Кавъ известно, функц1я Х^ есть коеффищентъ при а^ въ 
ршоженш фунщш 

по степенямъ я, т. е. 

Шкл это въ виду, пршгЬнивгь къ данному случаю изложенный 
вь п* 33 лргвмъ, согласно которому будемъ имЪть: 

(О) 

г]|$ путь (О) интегрировашя есть весьма малая замкнутая кривая, 
ошншная около начала О координатъ и проходимая при ннте* 
1р]фованш въ положительномъ направлеши. Въ этомъ случа'З^ 



ф(я) = Я-*н/'(^)=; 



0-^ е-' 



Оеобня точки интегрируемой функцш, не совпадаюпця съ 
началомъ О коордвнатъ, будутъ соотв'Ьтствовать двумъ коли* 
^юствамъ: 

1;=а?-1-$\/1^=^=е'" и Х,^=х — %}11—х^=е'^\ (240) 

Если X есть действительная величина, удовлетворяющая не- 
равенствамъ: 

— 1<ж <-*-!, (241) 

то ко|ичества Х,^ и ^^ будутъ миимыя сопряженный, при чемъ 
соотвйтствуюпця точки Ч| н !^, будутъ одинаково отстоять отъ 
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начала и пом-Ьстятся об* на окружности С, описанной изъ цен- 
тра Орадаусомъ р=1, т. е. об4 он4 будутъ главныя, при чемъ^ 
будемъ им4ть: 

^. = 1Ф(;)1 = 1Ф(С,)| = 1. 

Разсмотримъ сначала этотъ случай, изображенный на фигур* 7. 
Опишемъ изъ центра О 01фужность в', которая на фигур* 7 

представляется кривою Н,-4^2 и радаусъ г которой пусть будетъ 

весьма велгшъ и въ предЬл* об^д1г 
ЩВ.&ТСЯ въ безконечность. Прове- 
демъ черезъ точки ^, и ^^ пря • 

МЫЯ ^^^^ И^^Дз, првДСТаВЛЯЮПЦЯ 

кратчайшш разстояшя этихъ то- 
чекъ отъ окружности 5^, и опи- 
шемъ около этихъ точекъ базко- 
нечно малыя окружности ^р, ^^ г^р^ 
и р,^,^,р, (фиг. 7). 
Очевидно, путь 

который обозначимъ черезъ Л, 
будетъ основной и притомъ ортогональный и будетъ эквивален- 
тенъ данному пути (О). Для этого пути А им*емъ: К^=1Е 

-К2 = 11т -=0. Въ виду указаннаго значешя величины К^у 

которое въ данномъ случа* есть критическое, вс* члены по- 
грешности искомаго приближеннаго выражетя, принадлежапце 
къ первому роду (см. м®11), уничтожаются. 
Теперь легко определить приближенное выраженхе функщи Х^. 

ОбоЗНачИВЪ звенья ^^Р^^^^^р^^^ И ^^^^^Г^^^ ОСНОВНОГО ПуТИ 

л черезъ (5,) и (^а), можемъ интегралъ (239) разложить на 
слагаемый соответственно частямъ пути А, именно: 




гд'Ь интегрируемая функц1я для краткости пропущена. 
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Въ области каждой изъ главныхъ точекъ З^ и 2^,, соотв^т- 
ствующихъ звеньянъ (\^) п (^з), функщя /*(2:) приводится въ 
данноиъ случае къ виду (167), при чевгь показатель ^ опре- 

дкяется такъ: 3= ^ "? следовательно, удовлетворяетъ усло- 

шю (174). Поэтому преобразован1я (172) прнводятъ каждый изъ 
интеградовъ: 



.)(?|) "](«.) 



кь виду (175), въ которомъ при этомъ 11 = — г. Применяя 
этозам^чате къ первому изъ указанныхъинтеграловъ и пользуясь 
заз1%ной перем^ннаго ;8г при помощи второго изъ преобразова- 
ш! (172), которое въ разсматриваемомъ случае совпадаетъ также 
съ преобразоватемъ (110) (ибо V=1) и приводится къ виду *): 



у 

^1 



находимы 



— 2е 



1—» 



у2 ЯП 



у -{1-угау 



1 5 



Т«.) 



Л_1^ V 

»0 \ 2 81119^ 



гдЬ 



' г 



Подобннни прхемаш! найдемъ: 



2е 



ЬЧ-^Э' 



^2 



8111 



У 



{1 -уГа у 

2 



\^) 



^ (л '«''' \ 



*) Съ раввымъ усп^хомъ мы моглп бы воспользоваться зд-Ьсь любымъ 
изъ преобра8овав1й (172). 
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Полагая г = со, будемъ имйть: т») = 1, 






тЛ ^2 ЯП (р 



^4.1 + 3/ 



1 

^ 1 

2 



— е 



-(-1' + | + 10 



с/ 

о 

1 

Л 1 






у \1-уГау 



о \ 2втср^ 



(242) 



При разложенш интеграловъ, стоящихъ во второй части ра- 
венства (242), воспользуемся рядомъ Маклорена и формавш его 
дополнительнаго члена, указаннЕЩИ въ №"14. Положимъ; 



2г 8ш 9 { 

2г 8Ш ф о 



(242') 



Зд^сь а п а', Ъ и Ъ' суть количества попарно сопряженныя. 
Положимъ дал^е: 

<^(2/) = г-н г 

(1-ау)^ (1-а'у)^' ^^^^^ 



При этихъ обозначешяхъ будевгь им^ть: 

1 _1 

т: У^ 8Ш ф^ 



(244) 



О 
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ФунЕщя ф{у)^ определяемая разенствомъ (243) и входящая 
въ равенство (244), при д-Ьйствительномь ж, удовлетворяющемъ 
услов1ямъ (241), есть дЬйствительное количество. Поэтому для 
раздожешя ея можемъ воспользоваться формулой: 






(245) 



ф О <^ 6 <^ 1. Эта формула приводить равенство (244) къ 



X.' 



и ^2 в(п ср 



к=9—\ 



^^^ (0) 



(^-"0^1 



■ил) 



«^=0 



Ь 1.2 ..*• г,/3 , \ *■ • ' 



Г [т: •*■ к-*-т 



гхЬ 



(246) 



ГЧО) = 1.3.5...(2Л-1){(|)%-н(0*Ь'|, (247) 

^•=172X7:^]^ '(1-»Г5б''Чву)^у, (248) 



при чемъ 



. (1)'^ (0''- . 

Г(у) = 1.3....(28-1) -^^^ 1-^^^ ^1 .(249) 



{\-ау) (1^в'у) 

Равенство (248) при помощи формулы (2) приводится къ виду: 

Д.=«^^^/у \1-уГду,0<г<\. 
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Г{э-^\)Г(1^Ш) ^,,^^^ 



Д.= -^^. ^ • Ь±^-, . (250) 



Иначе: 



Это выражеше погрешности Д^ приближеннаго выраженхя фун- 
кщи Х^, опред4ляемаго по формул-Ь (246), и есть искомое при 
вышеуказанныхъ услов1Яхъ относительно х. Порядокъ погр-Ьш- 

ности Д^ относительно — представляется числомъ(7 = ^. Чтобы 

им4ть высппй и низппй пределы, въ которыхъ колеблется по- 
гр-Ьшность Д,, нужно найти наибольшее и наименьшее изъ зна- 
чешй функщи ф^^^ (е) при измЬненш г отъ О до 1. При этомъ 
придется находить заключенные въ этихъ предЬлахъ действи- 
тельные корни уравнешя: 

5?(*)(е) = 0. (2500 

Это не представляетъ затруднешя, такъ какъ уравнете (250') 
легко разрешается при помощи элементарныхъ агебраическихъ 
прхемовъ. Пусть Ж^ и М^ будутъ найденныя такимъ образомъ 
наименьшее и наибольшее значешя функцш ф^^^ (е) при возра- 
станш е отъ О до 1. Погрешность Д^, выраженная равенствомъ 
(250), должна удовлетворять неравенствамъ: 

~^^< , ^%, '-<т4^.- (250') 



Займемся другимъ бол']^е простнмъ (хотя и болЪе грубимъ) 
способомъ опред^лешя высшаго предала абсолютной величины 
количества ф <*' (е) и погрФпшости Д^. Изъ равенства (249) 
легко усмотреть, что 



\Ф **' (О [<^.11 ^-5...(2$— 1) 



2" 



0,% 



(1-ае) 2 
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Если \1. есть наименьшее значеше модуля выражен1а 

ее?' 

при возраставш е отъ О до 1, то 

2*-' (2 МП?)'/ ^ 

Изыскаше увазаннаго значешя [л приводить насъ къ аг1- 
дуюпщмъ вьфажешямъ: 

1) если мп*<{»=о ) то 

|Л*=С08*(р^2 5 

2) если же 8т*<р > ^ > то 

"^ 4 8т(р 4 

Следовательно, во всякомъ случае 

1 
2' 

ори чемъ неравенство (251) ыожемъ заменить сл^дующимъ: 

1.3.5. ..(28—1) 



(*§- 



\Ф"'Ш<- 



_з 
2 ^ вт'ф 



ВиЬстЬ съ т^м-ь погрешность Д, представится такъ: 

2'^.1.3.5...(2з— 1) 
• (2 8Ш<?)М.2 8 ' 

*\2 ■ " ■ '"7 

гдЬ 



^.Г(8Ч-1)Г(1-+-Ш) ,1 



— 1 < О < -»- 1 . 



(252)' 
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Итакъ, при условхяхъ (241) лолучаемъ слЬцующу» формулу 
для вичислешя приблихеннаго выражешя функщи Х„: 



2Г(1-^т) 



Г (1) . со8(т9-.-|-|) 



"* 1С \/2 81П 9 



(|-«) 



ь — 



1 . 2 . . .А. (48Ш ср)*.Г (2 -ь Л -»- ю») 
1.3...(28— 3).г(8 — ^У соаГ^т-н^^)? 



28—1 



1.2. . .(8— 1),(48га (р)*-'. г(^-^ 8 -♦- ш\ 



6у/2.1.3.. . (28—1) 



1.2... 8 (2 это)" Г-/3 \ 



■ > 



(253) 



гд4 <р определяется изъ уравненхй (240). 
При 5=1 формула (253) получаетъ видь: 



х.= 



2 Г{\-^т) 



\/2тс 8111 9 . -Г 
в 



Г2т-н1 _тг] 
[2^4] 



1,— 1<е<-*-1. (254) 

у/2(3-н2т)8т<р) 



■+-— = 



' Найденння формулы для приближеннаго вычислешя функщи 
Х^, очевидно, становятся негодными въ пред'^л']^ при <р=0, а 
также при (р=7с (т. е. при сл1яши двухъ главныхъ точекъ С, и ^ 
основного пути Л). Эти формулы оказываются неудобными даже 
1фи ср отличномъ 01'ъ О ИЛИ -1С, НО бливкомъ къ одной изъ этихъ 
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величинъ (т. е. для весьма близкихъ другъ къ другу точекъ ^^ 
и Сг)- Очевидно, мы им^емъ зд^сь д^ло съ особымъ случаемъ 
второю рода (см. лп ®12 и 22). Такъ какъ при этомъ здЬсь 
представляется случай близости двухъ главныхъ точекъ, то по 
указанному въ п® 22 (пункт. III) плану мы можемъ въ этомъ 
случа-Ь свести приближенное вычислеше функцш Х^ къ про- 
цессу, указанному въ п° 20. Этого вычислешя однако произво- 
ить не будемъ. 

Предположимъ затЬмъ, что х представляетъ собою количе- 
ство мнимое. При этомъ условш формула (246) сохранитъ 
свою силу лишь съ тЬмъ отличхемъ, что входящее во вторую 
часть равенства (246) количество Д^ получить другое выра- 
жеше. Въ самомъ д^л^ при мнимомъ х количества а и а\ Ъ 
и Ь', опредЬляемыя равенствами (242'), перестанутъ быть по- 
парно сопряженными, и функщя ф(у), опрел^ляемая равенствомъ 
(243), будетъ мнимымъ количествомъ, при чемъ равенство (245), 
какъ разъяснено въ п° 14, должно быть зам-Ьнено сл-Ьдующвкъ 

Ф{У)=т и- |/(0) Н-. . . и- ^^^'~'_^^ ^-^^ (0) -«- 
-^Г^ГТ!^*'^®^^' (255) 

|Х|<1, о<е<1. 

ВйгЬстЬ съ т4мъ изъ равенствъ (244) и (255) будетъ вытекать 
формула (246), въ которой погр'Ьшность А^ будетъ выражаться 
такъ: 






1^^8' /3 х-'Г'^К!. 0<е<1. (256) 
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Отсюда при помощи равенства (249) легко найти высипй пре- 
д-Ьлъ модуля погрешности \. 

Зам^тимъ, что при мнимомъ х изъ двухъ особыхъ точекъ ^^ 
и 2^2 главною будетъ лишь одна, ибо точки эти не будутъ равно 
отстоять отъ начала О, Свойства главной точки будутъ при- 
надлежать лишь ближайшей изъ нихъ къ началу О, которую 
обозначимъ чрезъ !^, а другую особун) точку обозначимъ чрезъ 
^'. Такъкакъ ^Д'=1, то одна изъ этихъточеь^ (главная) дол- 
жна лежать внутри окружности Е, описанной изъ центра О 
радгусомъ, равнымъ 1, а другая (неглавная) — внть. 

Пусть главная точка <^ приближается къ окружности Е и стре- 
мится вступить на нее. При этомъ мнимый параметръ х стремится 
къ д-Ьйствительной величин-Ь, заключенной между — 1 и -4- 1, 
и неглавная точка 2^' стремится вступить на окружность Е и сде- 
латься главной. Такимъ образомъ, точка ^' при разсматриваемыхъ 
услов1яхъ им-Ьегь характеръ подглавной точки, при чемъ формулы 
(246) и (256) опред^ляють приближенную величину функцш Х,„ 
и ея погрешность не только тогда, когда об* точки 2^^ и ^, 
главныя въ узкомъ смысл*, который установленъ въ п^ 3, но и 
тогда, когда одна изъ нихъ главная, а другая подглавная. На 
этомъ пунктЬ съ ясностью обнаруживаетъ свою неполноту 
принципъ Дарбу, о которомъ была р^чь во введешп и кото- 
рый не имеетъ въ себе даже никакихъ намековъ на то, ка- 
кимъ образомъ вычислять приближенную величину интеграла, 
если присутствуютъ подглавныя точки, и даже какъ помо- 
Щ1Ю этого принципа обнаружить присутств1е таковыхъ точекъ 
при томъ услов1и, когда оне начинаютъ оказывать более или 
менее существенное вл1яше на искомую приближенную величину. 

Если вышеуказанная главная точка 'С достаточно удалена отъ 
окружности Е, то вл1яше точки 'С,' на искомую приближенную 
величину функщи Х^ делается нпчтожнылгь. При этихъ усло- 
В1яхъ формулу (246) лучше заменить другою, въ которой играетъ 
роль только одна главная точка ^, а точка 'С принимается за 
нормальную. 

Выводъ такой формулы, заменяющей формулу (246), необхо- 
димъ, между прочимъ, потому, что формула (246) становится 
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негодноЮ| если хашчество х д'ЬйстБительное и удовлетворяетъ 
усдошю: 

х*>1. (257) 

Въ самомъ д&гЬ при этомъ условш величины 21 и ^^ будутъ 
х1йС1БИтельныии и им'Ьюпцши одинъ и тотъ же знакъ и бу- 
хутъ, поатомуэ изображаться точками, кои лежать на одной и 
той же ортогональной лиши модулярной поверхности, при чемъ 
точка 2[' будегь сугцественно нормальною. Упомянутая ортого- 
нальная лишя проектируется на плоскость комплекснаго пере- 
мкнаго а либо положительною, либо отрицательною частью 
осид^Ьйствительннгь величинъ (см. фиг. 8). При такихъ обстоя- 
тшсгвахъ функщя ф{у)у опред']^- 
1яе11ая равенствомъ (243), въ пре- 
Х^дахъ интеграла (244) будетъ 
обращаться въ безконечность, при 
чемъ внражеше (256) погр-Ьшно- 
С1И А^ од&1ается негоднымъ для 
прюАнешя. Оно будетъ неудоб- 
внкъ для примЪнешя даже п тог- ф^р з, 

да,ко1да количество х мнимое, но 

шшкомъ близкое къ д']&йствптельному^ которое удовлетворяетъ 
условш (257). 

Переходя къ выводу прпближеннаго выражешя функцш Х^ 
Лежандра для случая, когда главная точка ^ не лежитъ на 
01фужности Е и достаточно удалена отъ нея, построимъ при 
этвхъ обстоятельствахъ проекцш на плоскость комплекснаго 
^еремЪннаго основного ортогональнаго пути А', эквивалентнаго 
Луги (О) интеграла (239) и не шкгЬющаго на своемъ протяже- 
^ петли Г- Проекщя эта изображена на фигур-Ь 8 кривою 

Ч>^ чемъ ^АВ^ есть окружность, описанная изъ центра О 
Р^Ддусомъ г, удовлетворяющпмъ неравенствамъ: 

К1<^<1^'|, (258) 

14 
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Внося внралкеше (263)функцш (^{у) во вторую чадить равев- 
ства (261), найдемъ: ] 

^-. 1.3.5... .(2.-1)с(|)\ 1 

2^]=гИ"^1 отгл -^^^Ч' 

(О А=1 (264) 

^^=^а-уГу*"^сг2^, (265) 

о 

?.=] '12.../ » 

о 

Равенство (266) приводится кь виду: 

\ (8). ч Х.1.3.5. ..(28 — 1) с( -^) 

*•''•••* 1.2...8.(1— аеУ1)'+Г 

0<е<1, 

щ)и чемъ Х = 1, если х действительное, удовлетворяющее 
условш (257), и I X I <; 1, если х мнимое. 

Формула (264) приводить задачу къ приближенному вычис- 
ленш интеграловъ ^^^ вида (265). Интегралъ этотъ получает- 
ся изъ интеграла (116) при >), =^) и о^^^=к — — . По- 

этому въ данномъ случа-Ь применимы формулы (116) и (116'), 
помопцю которыхъ для интеграла (265) находимы 

Г(1-..)Т(.^1-) ;^_^^.. . 

' (268) 



& 
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Формулы (264), , (267) и (268) достато'ищ для получешя, 
приближеннаго внраженхя интеграла, стоящаго в.ъ лЬвой части 
равенства (264). Остается еще разсмотр'Ьть интегралъ 



2^0 ' 
> («) . 

входящШ въ равенство (260). Цалагая въ этомъ интегралЬ: 
^= — $е^*,найдемъ: 

-1 Г = (=11Г Г ^-'^'"^ Г269) 

Этотъ интегралъ при дЬйствительномъ х, удовлетворяющемъ 
условш (257), есть д-Ьйствительная величина, пределы которой 
ш!ь легко убфдит^ср, опред^Ьляются при помощи равенства: 






2-^1 =^" -1<«'^-1' • (2^0) 



гд^ р1' есть наименьшее значеше модуля выражешя: 



представляющееся такъ: 

• ,л'=уГ('5 — 0(С — 5)=^\/2а;5 — 5*--1. (270') 
Всли же- о; мнимое, то гоъ рарвнства (269) сл4дуетъ, что 

^2^1=^. |Х'Т<1. (271) 

(«) 

{л';=\/(г-р)(:^--г), (271') 
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гд^ г и р им^ютъ вышеуказанная значен1Я, входапця въ ра- 
венства (259). 

Исходя изъ равенства (260) и посл^дующихъ формулъ^ 
уб&кдаемся, что при дЬйствительномъ х, удовлетворяющемъ 
условш (257), будемъ им4ть: 

:Г(1-.т)г(1) . 1.с.(|)'д1-нш)/1(|) ^ 



^т — ут- 



1.П-^-*~т 



1.3.5. ..(2й—1).с.(-|^ Г$-^т) г1к>-^^\ 



1.2. ..к. Г{ 



1.3.5...(28— 3).с.(-|У *Га-*-т) г/в — у\ 



1.2... (8 — 1)г(-^-1-8н-ш\ 



4-Д, 



гд4 



(272) 



^. = Р.-*-: 



41— пГ 



с (1 - -пУ 



{•/)-»-(1— 0)6,} 






т- 



У1Гу 



А=1 



Х тЛ • • «Л/ 



{у1Н-(1-у))е,}, 



(273) 



_ 1.3. . .(28-1)с(-|-У \г{1-*-т) г[ 8 -н 1] 
1.2...8(1— аеу)Л2 г(4-^«-*-»и) 



(2Н) 
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— 1<в<-»- 1, 0<е< 1,. 
0< 0^, <1 (А = 0, 1,...,8). 
При 8^1 формулы (272) и (273) получають видь: 






сГ(1 -+-т) Г 



ш 



'(I-»') 



(275) 



/^.= 



са 



2(1— оеУ])4 



Г(1н-т)Г(|) уп 

— гг \^-^-Я-{г1М-^-п% }* 



0(1— /))« 



с(1—ф' 



1 ' 



(275') 



т^}/ (5 - О (С - 1) (т-н1) { г,-1-(1-у))в, } * 

— 1 <е<-н1, 0<е<1, 0<в, <1, 0<е,<1. Легко 
видеть, что эта погрешность А, при достаточно большоиъ щ 
заключается въ пред^лахъ: 

Ж.<А, <Д, (276) 



гд* 



са 



Л^.=^ 



Г(1 



ш) Г(|) 



с(1--/з) 



(1—пГ \ (1 - -пГ 

1 I ^\а1=ЧйС=1) 



(276') 



1 » 



{т ■+- 1)'/)* 



. са [ Г(1^Ж)Г(4) (1_.^)..^1 1 

' . ,, чт ) ^ / 5 \ ш -«- 1 ( 



2(1— ау])Ч Г 
(1— '))" 



с(1 — г ,)^ 



(276") 
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При мнимомъ X формула (272) сохраняетъ свой видь, но 
для опред^лешя пред^ловъ погр^^пшости Л^ должна служить 
формула, отличная отъ формулы (273) и получаемая изъ по- 
следней заменою: 1) количества О количествомъ X', которое 
входить въ равенство (271), 2) количества р, выраженхемъ, 
которое получается при помощи равенства (274), если во 
второй его части: добавимъ множитель X, модуль котораго ме- 

н4е 1, и 3) количествъ $, ^ и С ихъ модулями г, р и — . 

? 
п^ 35. Въ пп^ 33 и 34 мы им^ли д-Ьло съ интеграломъ 

вида: 



/. 



,г,П^)^-'^аг, (277) 

крторый представляетъ частный случай интеграла вида (1) 
ПростЬйпнй въ отношеши состава функц1и ф (;г^). Въ данномъ 
случа* 

йри чемъ, какъ мы видЬли, проекцш литй уровня и орто- 
гоналъныхъ линШ модулярной поверхности представляются 
концентрическими окружностями, описанными изъ центра О, 
и прямолинейными лучами, выходяпщми изъ точки О. Пре- 
образовать при этихъ услов1Яхъ путь Ь интегращи въ 
основной путь А, какъ видно изъ указаннаго въ п*^ 33 
прим']&ра, представляется весьма простымъ д-ёломь, если 
известно положен1е особыхъ точекъ фуНКЦ1И /*(;8Г). 

Пользуясь этою простотою полученк основного пути Л для 
интеграла (277), мы можемъ указать прхемъ, который въ^бщемъ 
случа* переноситъ построеше основного ортогональнаго пути 
на модулярную поверхность, соотв-Ьтствующую интегралу (277). 
Этотъ пр1емъ, если по существу не упрощаетъ, то теорети- 
чески уясняетъ вопросъ о полученш ортогональнаго основного 
пути и состоитъ въ слЬдующемъ. 

Преобразуемъ въ интеграл-Ь [аЬс]у опред'Ьляемомъ равен- 
ствомъ (7), переменное ^, положивъ: 

ф(^гу=1, (278) 
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<*дЬ V есть новое перевгбнное. Посл']^ этого преобразовашя 
интегралъ [аЬс] представится въ следующей форм^: 



т=^^ 



^^^ 1'{ю)^'^йю, (278') 

гдЪ Ь есть кривая, описываевсая точкой V въ то время, когда 
точка в описываетъ кривую аЬс, 

Интегралъ, стояпцй во второй части равенства (278'), при- 
надлежать къ виду (277), и его путь Ь легко превращается 
въ соотвЬтствуюпцй ортогональный основной путь Л. Посл-Ь 
этого получается ортогональный основной путь АВС^ соотв-Ьт- 
СтвующШ интегралу (7) и определяемый, какъ кривая, описы- 
ваемая точкой ^ег, удовлетворяющей уравненш (278), въ то время, 
когда точка V описываетъ путь Л. 

Пр1емъ этотъ, помогаюпцй уяснешю деформацш пути инте- 
грировашя перенесешемъ этого пути на бол-Ье простую моду- 
лярную поверхность, переносить трудности вопроса на задачу 
о выполненш преобразовашя (278), которая сама по себб вообще 
]10тре(^етъ прим^нешя теорш ряда Лагранжа и связанныхъ 
съ нею вспомогательныхъ средствъ, не исключая изучен1я 
свойствъ модулярной поверхности, соответствующей данной 
функцш ф (г). 

Касаясь модулярныхъ поверхностей простейшей конструкц1и, 
обратимся къ другому не менЬе простому случаю, съ которымъ 
мы уже имели дело въ п^12, разсмат]^ивая интегралъ (712). 
Такой интегралъ теперь мы представимъ так'ь: 



=/< 



Въ данномъ случае ф {г)=^~^^ при чемъ этотъ случай пред- 
ставляется примечательньшъ по простоте свойствъ соответ- 
ствующей модулярной поверхности. Эта поверхность «^^г««фг*- 
ческая, образуюпця которой параллельны мнимой оси плоскости 
комплекснаго переменнаго хг. Проекцш на эту плоскость лиши 
уровня и ортогональныхъ къ нимъ лиши суть прямыя, соответ- 
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ственно параллельныя осямъ мнимой и д-Ьйствитедьяой. Орто- 
гональныя ЛИН1И не могутъ им-бть кратныхъ точекъ или точекъ 
разв-ЬтБленхн. Консервативныя деформащи нити аЬс, описанныя 
въ § 8, и построен1в основного пути Л, эвивалентнаго данному 
пути Х, легко себ-Ь представить для этой поверхности, если 
известны особця точки фуншци ^*{г). Зам-Ьтимъ, что преобразо- 
ваше при помощи уравнеи1я (17), которымъ мы выше (въ § 4) 
широко пользовались, переносить изображетя именно на эту 
модулярную поверхность, при чемъ свойства проекцш преобра- 
зованнаго основного пути аОу были изъяснены въ пМ2. 

П^Зб. Къ числу иятеграловъ вида (1), изсл'Ьдуемыхъ при 
помощи модулярной поверхности, указанной въ /г^ 33, принад- 
лежать тЬ, кои служатъ для приближеннаго вычислешя весьма 
далекихъ членовъ ряда Лорана: 

сходящагося въ данной двусвязной области, заключенной между 
двумя окружностями 5^, и ^8^, описанными изъ центра О ра- 
даусами г, и п^г,, если функщя Ф{г) въ этой обласэд го- 
ломорфна и не измЬняетъ своего значешя посл% обхода по 
замкнутой кривой, окружающей окружность й',. 

Пусть й' есть о1фужность, описанная изъ центра О радаусомъ 
г, заключеннымъ между г, и г^. ОбщШ членъ а^ указаннаго 
ряда представляется такъ: 

^- (279-) 

Отсюда видно, что при п=т обпцй членъ ряда Лорана вы- 
числяется прхемами, указанными въ п^ЪЪ^ коими получаются 
приближенный выражешя интеграла, стоящаго во второй части 
равенства (226). 

При п = — ш будемъ им^ть: 



'^"=2^/ 






Ф{г) д,г 

-±Ь»-- (279") 
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1 
За]гЬняя въ посл^днемъ пнтеграл']^ переменное г чрезъ 



5 



находимы 

гдЬ 6^ есть окружность, описанная изъ центра О радаусомъ 

р=в — . Посд'Ьднее выражеше а_^ показываетъ, что н оно 

вычисляется также прхемамн, указанными въ п^ 33 для получе- 
шя приближенной величины интеграла, стоящаго во второй 
части равенства (226). 

Рйдъ Лорана, если положимъ въ немъ г = ге'^^ превра- 
щается въ тригонометрпчесюй, къ которому применяются эти 
пр1емы. Но теор1я тригонометрическихъ рядовъ располагаетъ 
также своими бол^е тонкими средствами для приближеннаго вы- 
числешя далекихъ членовъ. 

§ 11. Пршблшжещюе выч1еле|1е производи!: , «,п_р { 1^{х) 

Ь (^) ?1 (^)***?т(^) }• ''ВЯЗЬ ЭТОГО вычисле11я съ шЪкоторынп 
1зъ 31Амеиит111ш1хъ вопросовъ матенатнческаго естествоз1а11я 
1 съ теор1е1 ряда Лаграижа. Прибдпжепыя выраже11я дале- 
саго члеша ряда Лаграшжа. 

п® 37. Подъ а и ^ будемъ разуметь числа, не выходящтя 
изъ конечныхъ пред-Ьловъ, при чемъ число ат — 13 пусть будетъ 
цгьлое^ стремящееся къ н- со вм-ЬстЬ съ т. Число а при 
этомъ должно быть положительнымъ. 

Разсмотримъ при этихъ обизначен1яхъ производную 
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Функщи Р{х-*- г), ор, (л; +- г), •?, (а; -н гг), . . . , <р^(а; -+■ г) бу- 
демъ считать голоморфными въ области точки г=0. При 
этомъ условш будемъ имйть: 

1.2...(ат— р) с1х''^-? ~ 

= Г Г{^)Г"Ч'^)аг, (281) 

с/ (0) 



1 

лт 

1 



(0) 

гд4 < 

' (282) 

путь (О) интеграла есть замкнутая кривая, окружающая начало 
О плоскости комплекснаго перем-Ьинаго ^, проходимая яри ин- 
тегращн въ положвтельномъ направлеши и выд']&ляющая сплош- 
ную односвязную площадь, внутри и на границахъ которой 
н^тъ особыхъ точекъ ^ функщи 

Равенства (281) и (282) сводятъ вычисленье производной 
вида (280) къ вычислешю интеграла вида (1). 

Исчйслеше приближенныхъ ^ выражешй производньсхъ вида 
(280) им-Ьеть въ математическовгь адализ* и его приложе- 
Н1яхъ огромную важность. 

Такъ,..при помощи равенства (1Г'0 уб'Ьждаемся^ что при- 
ближенное вычислеше вероятности Р„, указанной въ п^ 7^ сво- 
дится къ вычисленш производной вида (280), если функщи 
Ь(^)у ?«(^)?---? ?т (^)? определяемия равенствами (10"), 
суть алгебраичесще полиномы и переменный я:, , а?^ , . . . , х^ 
им4ютъ ц^лня значен1Я. Это приближенное вычислеше приво- 
дить, посл-Ь нЬкоторыхъ известныхъ въ математическомъ анализ-Ь 
распространешй *), кь общимъ законамъ массовыхъ независи- 



*) Эти раснространен1Я состоятъ въ переход-Ь отъ случая, когда упо- 
мянутыя функц1И ?4 (г), <Рг (»*)• • • ч ?т (**) ^У^^^ коаечяыв полиномы, ЕЪ 
случаю, когда он*! превращаются въ интегралы или безконечные ряды, а 
также къ случаю, когда перем^^еныя х^^ х^,.,,у х^ д'^лаются дробными и 
даже иррац10нальвыми числами. 



— 221 — 

мыхъ случайныхъ явленШ, каковые законы представляютъ наи- 
больш1й интересъ въ Теорхи Вероятностей и ея разнообраз- 
ныхъ приложен1Яхъ. 

Приближенное вычислеше далекаго члена ряда Лаграшка и, 
следовательно, решен1е важнейпшхъ задачъ Небесной Меха- 
ники, кои Лапласъ связалъ съ этимъ рядомъ, также приводятся 
къ вычислетю производныхъ вида (280). 

Такимъ образомъ, указанные вопросы, принадлежапце къ 
знаменитейшимъ вопросамъ математическаго естествознан1я, 
концентрируются около задачи о приближенномъ вычислен1и 
производныхъ вида (280). 

Вместе съ т^мъ легко убедиться, что не только указанныя 
задачи Небесной Механики, но также упомянутые законы Тео- 
рш вероятностей и все вообще вопросы, связанные съ при- 
ближеннымъ вычислешемъ производныхъ вида (280), тгьбнгьй- 
шимъ образомъ соприкасаются съ приблиоюеннымь вычисленгемъ 
далекаго члена ряда Лагранжа. 

Чтобы доказать это, предположимъ, что числа ат и |3 це- 
лый. Услов1е это всегда осуществимо. Въ самомъ деле, если 
бы оно не выполнялось, то мы всегда могли бы числа а и ^ 
изменить такъ, чтобы цЬлое число ат — ^ осталось безъизме- 
нетя и число ат сделалось также целымъ. Такой выборъ 
чиселъ а и Р не представляетъ затруднешй и дозволяетъ намъ 
въ послЬдующемъ считать числа ат — р, ат и р целыми. 
Принявъ это условхе, введемъ следующее обозначеше: 

О' (х-^^) = Р {х-^-г) { о, {х-^^) ©5 {х-\-^) . . . Ф^ {х-^г) } "^^ . 

(283) 

Теперь легко видеть, что производная (280) лишь постоян- 
нымъ множителемъ отличается отъ одного изъ далекихъ чле- 
новъ Лагранжева ряда: 

к лк— \ , /пг/ {^\ ^к 



1. 

Л=1 



6г (ж -+ ^) = 6г {X) -ь^ ^ 2. ,к Лх1^^ ' ^ ^ 



I 



.5 

V 
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л^римЪненнаго къ уравненш: 

• г=:1:(^{х-*-0), (284) 



въ которомъ 

Т(^-^^)= ! ?. (^^^)Ь (а;-*-^)...?^(ж-1-^) } «»«, (284') 



1 

сит 



при чемъ рядъ этотъ опред4ляетъ функцш Сг{х-^^) того 
корня ^ уравнешя (284), который при ^ = обращается въ 
нуль. Этотъ далешй членъ указаннаго Лагранжева ряда полу- 
чается изъ общаго члена ряда (283') при к= ешь — р -н 1. 

Сд-бланное сближеше производной (280) съ далекимъ чле- 
номъ ряда Лагранжа открываетъ возможность воспользоваться 
при построеши основного пути Л, эквивалентнаго пути (О) 
интеграла (281), не только общими прхемами, кои изложены выше 
(въ пп^ 3, 24, 25, 26 и 35), но и тЬми вьгоодамн, кои уста- 
новлены въ теорш ряда Лагранжа собственно для получен1Я 
лриближеннаго выраженхя далекаго члена этого ряда. 

Приближенное вычислен1е далекаго члена ряда Лагранжа 
разсматривалъ Еоши (въ «Мётохге виг Й1Уег8,рот18 (1'апа1у8е>), 
я потожъ Дарбу. 

Полн-Ье этотъ важный вопросъ трактовался въ моей стать*: 
<Рядъ Лагранжа> (гл. Ш, §§ 15^ — 19). ЗдЬсь при н-Ьсколько 
отличныхъ терминахъ и обозначенхяхъ даны мною правила для 
лолучешя различныхъ основныхъ путей интегрироватя, экви- 
валентныхъ пути интеграла, выражающаго обпцй членъ ряда 
Лагранжа, и указаны способы для опред'Ьленк главныхъ то- 
чекъ этихъ путей и для получешя соотв'Ьтствуюпщхъ количе- 
ственныхъ элементовъ К^ и ^ЙГ^. Напомнимъ здЬсь важн-Ьйнпе 
изъ этихъ выводовъ^ пополняя ихъ новыми заключен1ями и 
приспособляя ихъ выражеше къ даннымъ выше услов1ямъ п 
къ тому изложешю, которое принято въ настоящей статье. 

?г^ 38. Такъ какъ большое число т произвольно, то можемъ 
разсматривать не тотъ далешй членъ ряда (283'), который по- 
лучается изъ общаго члена при й = ат — |3-ь1 и выра- 
жается интеграломъ (281), а другой, получаемый изъ общаго 
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члена при кя=т. Этотъ членъ ряда Лагранха, по разд'Ьлен1и 
ва тГ, выражается такъ: 



сГ 






1.2... .(т— 1) 

/{^) = ^-^^^ и ф (^) =г- • ? (^ -ь ^) , (285') 

]фи ченъ путь (О) есть безконечно малая замкнутая кривая, 
ограничивающая площадь, внутри которой находится начало О 
н не лежать никакихъ особыхъ точекъ л; функщй Сг' {х -ь- ^) 

Предаоложимъ, что функцхя '^ (е) для безконечно большихъ 
значешй л! обращается либо въ нуль, либо въ безконечность. 

Отаскивая основной путь Л, эквивалентный пути (О), во- 
образимъ модулярную поверхность, соотв-Ьтствующую разсмат- 
риваемой функцш ф (^), и на ней первоначальный путь (О) и 
изобраакен1Я особыхъ точекъ функщп /* (^) ф^ (^) и корней 
уравнешя ф'(;8г) = 0. 

ТочкЬ О будетъ соответствовать иоднимающаяся въ безко- 
нечность ватина модулярной поверхности, при чемъ точки 
безконечно малаго замкпутаго пути (О), окружающаго эту вер- 
шину, будутъ лежать въ безконечно высокихъ уровняхъ. При 
такой форм* первоначальнаго пути (О) признаки главныхъ п 
подглавныхъ точекъ, указанные въ /^^ 26, приводить къ раз- 
смотр^нш лишь гЬхъ изъ точекъ (162), кои уникурсально со- 
едтшы съ вышиною О модулярной поверхности. Найдя та- 
юя точки и выбравъ изъ ппхъ тЬ, для которыхъ модуль ф (^) 
лр1обр4таетъ наибольшее зпачен1е К^ и зпачен1я, хотя меньппя 
^К|, но весьма близк1я къ ЛГ, , будемъ им^ть группу главныхъ и 
подглавныхъ точекъ искомаго основного пути Л. 

Но, какъ пояснено было въ п" 26, въ данномъ случае во- 
просъ объ упикурсальноп соединимости точки О съ главными 
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точками, въ основ']^ котораго лежитъ аналитическое прбдолоюе- 
иге количества ^, какъ функцш модуля ф (^)^ изъ области точки 
.г?:=0 въ области главныхъ точекъ, можно решить при помощи 
одного и того же указаннаго ниже Лагранжева ряда /5^ ((), рас- 
положеннаго по степенямъ {, не выходя запредЬлы его ]Еруга 
сходимости. Заключеше это подтверждается само собою посл*- 
дующимъ изложешемъ. 

Предположимъ сначала, что фушсщя Д;8г)ф'^(;зг) неим4етъвъ 
конечной области плоскости коплекснаго перём^ннаго ;гг такихъ 
особыхъ точекъ ;зг, для которыхъ функщя ^{0) не обращается 
ни въ нуль, ни въ безконечность. При этихъ услов1яхъ глав- 
ныя и подглавныя точки искомаго основного пути А выбира- 
ются исключительно изъ числа корней уравнешя: ф'(;г)=0, при 
чемъ отысканге глсшиыхъ точекъ ставита1 въ непосредстееиную 
связь съ изискангемъ иеобходимыт и достатючнысь условгй схо- 
димости ряда Лагранжа: 

ВсЬ выводы, какъ общхе, такъ и частные, кои относятся къ 
этому изыскашю и изложены въ стать* <Рядъ Лагранжа >, мо- 
гутъ намъ послужить на пользу прп построенш искомаго основ- 
ного пути Л на модулярной поверхности. 

Пусть 3,, ^2, }з? ••• будутъ корни уравнешя ф'(^)=0 и 
пусть корни эти размещены въ порядкЬ понижешя ихъ уров- 
ней, т. е. 

1Ф(а.)1§1Ш1^1Ф(Зз)1^.... (286') 

Обозначимъ чрезъ Т,, Т,, Т^у ... значешя 1, соотв-Ьтству- 
юпця значешямъ :^, совпадающимъ съ величинами Й!» Зз? Зз? • • •> 
такъ что 

Т=-7-^ ч=Т7^ч= -77-^^ г , 5 = 1, 2,3, ... (286") 

' ?(^-*-з.) Ш ?(^-*-з.) 

При изыскаши услов1Й сходимости ряда 8(1)у опред'Ьляемаго 
равенствомъ (286), мы должны выбрать изъ числа величинъ 
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Г, , Т^ , Ту ^ . . . такъ называемыя критическгя значен1я (, кои 
[вжать на окружности С круга сходимости ряда 8{1). Этимъ 
шачешямъ 1^=^! соотв-Ьтствують главныя точки 8'= з. Изы- 
скаше ведется по следующему общему плану *). 

Рядъ 8{{) будеп» сходящимся, если И | < | Т, | . Если 
величина й^(^Т,) при возрастанш X отъ О до 1 будетъ стре- 
шпъся къ пределу, отличному отъ з^, то Т, не «будетъ крити- 
ческйгь значешемъ ^ и }, не будетъ главною точкою основ- 
ного пути Л. Критическое значенхе Ь нужно искать въ ряду 
величинъ: Т^, Т^, ... Если величина й^(ХТз) при возрастанш 
^ отъ О до 1 не будетъ стремиться къ з,, то и Т^ не будетъ 
д)итическимъ значешемъ ^, а з^ не будетъ главною точкою ис- 
шаго основного пути Л. Критическое значеше I нужно ис- 
кать въ ряду величинъ: Т^^ Т^, . . . Продолжая это изыскаше, 
мы должны дойти до такого значешя Т^ , для котораго рядъ 
5(ХГ^ остается сходящимся при возрасташи X отъ О до 1 
и величина 8[\Т^ стремится къ з^-, когда X, возрастая, стре- 
мится къ 1. Въ такомъ случа-Ь величина Т^ есть критиче- 
ское значеше I и },. есть главная точка искомаго основного 
пути А. Друпя главныя точки того же пути (если таковыя 
существуютъ) обладаю'п. такими же свойствами, какъ точка з^ 

Трудности этого общаго плана, допускающаго значительныя 
у11рощен1я лишь въ частныхъ случаяхъ, заключаются въ томъ, 
что рЪшеше вопроса сводится имъ къ вычислешю безконеч- 
наго ряда )8' {I) при положен1и точки Ь на самой окружности 
(/1фуга сходимости. Вообще эти трудности могутъ быть об- 
легчены отчасти лишь при посредств-Ь прхема, основаннаго на 
томъ соображеши, что при маломъ положительномъ значеши 
Е и при <1 == (1 — е) Т точка ^, , изображающая величину 
^?, = /5(^^, должна быть близкою къ точк4 з и уникурсально 
соединимою съ }, если точка з есть главная (такъ какъ при 
этомъ условш должна существовать уникурсальная в^твь О) 
кривой Щ). Вычислеше такой величины г^^ достаточное для 
иашигь х^лей,. легче, нежели вычпслен1е величины 8{Т}^ по 



*) См. „Рядъ Лагравжа", гл. I. § 8. 

15 
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тому, что точка <^ лежитъ внутри крз^га сходимости, а не на 
его окружности *). При этомъ вопросъ объ уникурсальной 
соединимости точекъ ^, и $ р'Ьшается помопцю вычислешя кор- 
ней /о, /^,...,/V-I уравнеюя 

^ = <^ ф (а? н- ^8г), 

обращающихся въ ^=8 при ^,= (1 — е) Т^=Т (иначе, при е=0) 
и приближенно опред^яемыхъ посредствомъ формулы (164'), 
полагая въ ней ^ = 3 ^ 

И вычисляя Н по формул* (145) [V есть показатель кратности 
корня -гг = 3 уравнешя ^=Т(^ (а?-н^)]. Если точки ^, и з уни- 
курсально соединимы, то одинъ изъ указанныхъ корней /^у 
/^,...,/^_, долженъ совпадать съ ^^. Если же такого совпа* 
ден1я не окажется, то точка з не есть уникурсально соедини- 
мая съ О и, следовательно, не есть главная. 

ЗамЬтимъ, что положеше указанной сейчасъ точки ^^ играетъ 
важную роль при опредтьмнш консшрукцги ортогональнаго 
основною пути Л вблизи тючки -2^=3, если з окажется главною 
точкою. При помощи этой точки ^, решается вопросъ, камгя 
именно нисосодящгя втьтви разв^ытляющейся орттональной ли- 
ши N1, проходящей чрезъ точку з, войдутъ въ составь этого 
пути Л. Въ самомъ д-Ьл* точкою ^г^ определяется въ области 
точки 3 та изъ восходящихъ отъ точки з ортогональныхъ вет- 
вей, которая уникурсально соединяетъ верпгану О съ точкою з- 
Эта ортогональная в^Ьтвь О3, какъ указано выше (см. пп^ 26 
и 28) и полнее выяснено въ глав* 1П статьи <Рядъ Лагран- 
жа> (см. § 15, «Правило >), определяеть двП} нисходяпця отъ 
точки 3 ортогональныя в-Ьтви, кои равно наклонены къ вЬтви 

Оз, образуя съ нею уголь - . Эти дв-Ь нисходяпця отъ точки з 



*) Для облегчен1я вычпслен1я ряда 5 (1^ въ разсматриваемомъ процессе 
опред'Ьленхя главныхъ и подглавныхъ точекъ освовного пути Л, къ сожа- 
л']^н1ю, нельзя прим^^ннть г1р1емовъ, указанныхъ въ п^ 89, ибо эти прхены 
сами нуждаются въ предварительномъ построен1и основного пути Л. 
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ортогоналъныя в^^тви и должны войти въ составь пути Л, какь 
эга итныя части^ прплегаюпця къ главной точи 5. 

Зная главныя точки, будемъ цм-Ьть 1ля. нигь значеше мо- 
дуля фун1Щ1п ^} (<г), которое представить величину К^^ и бу- 
демъ знать рад1усъ э круга сходимости ряда 5 (/), представ- 
ляющейся та1гь: 

I Переходя къ подглавнымъ точкаиъ, яапомнимъ, что он4 
должны лел1а1Ъ вн'6 найденнаго круга сходимости, но весьма 
близко Еь его окружности 6\ Сл^Ьдовательно, под'лавною точ- 
кою можегг^ быть лишь такая точка ^, которая принадлежитъ 
къ точкамъ 54 5 5,, Зэ,. , , и для которой модуль величины Т, 
онред1Ьляемой соотв'Ьтствующнмъ равенствомь (286")> болФе 
^, но весьма близокь къ р. Если д удовлетворяем этинъ 

»лрпзнакамъ, то нужно еще убедиться въ томь, что она уни- 
курсально соединима съ точкою О. Для этой цЬли возможно 
опять воспользоваться вышеуказаннымъ рядомъ 8{^)^ вообра- 
зивъ точку (^ дересЬчешя прямой ОТ съ окружностью С и 
загЬ1ь разсмотр^въ величину -з?, ^=8{^^^У Точка з будеть под- 
главною лишь въ томь случае, если точка гг, не есть главная 
и если притомъ точка ^^^ уникурсально соединима съ точкою 5* 
Унпкурса1ьная соедгшимость точеь-ъ ^^ и ; опред'Ьляется легко^ 
ибо эти точки, при возможности уникурсальнаго соединения, 
будуть весьма блшкими другь къ другу, РЬшая этогь вопрось, 
нужно сл-Ьдовать тому же порядку, какой сейчасъ указанъ для 
главной точки. При этомъ указанная точка ^( играетъ важную 
роль также при пзсл'бдовапш конструкд1и осп^^вного пути Л. 
вблизи подглавной точки }, опред'Ьляя т-Ь дв'Ь нисходящая оть 
точки } ортогональный в-Ьтби, кои должны войти въ составь 
этого пути, какь его главныя части, прилегающая къ }. Роль 
эта вполн-Ь аналогачна той, какая выяснена сей часъ при раз- 
смотр'Ьши главной точки. 

При трудности изложепнаго общаго плана опред^Ьлен1я г;1%.в- 
ныхъ н подглавныхъ точеь-ъ пргобр'Ьтаюгь значеше раъ1ичные 
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цтеи'Ье обпце, но бол-Ье простые признаки этихъ точекъ. Мнопе 
так1е признаки даны въ различныхъ мЬстахъ статьи: <Рядъ 
Лагранжа> (см. гл. I, §§ 9, 10, 11, 15; гл.111, §21). Этп при- 
знаки въ сущности сводятся къ особеннымъ частнымъ призна- 
камъ возможности или невозможности уникурсальнаго соеди- 
нен1я точки О съ гЬмп или другими точками Зм За > $3 > • • • ^ 
иногда доводятъ вопросъ объ отыскан1и главныхъ точекъ до 
крайней простоты, как'ь это представляется, напрпм'Ьръ, въ 
случа-Ь, разсмотр'Ьнномъ въ п^ 7 и им-Ьющемь важное значе- 
юе въ Теор1и Вероятностей. Въ этомъ случаЬ уникурсальная 
соединимость главныхъ точекъ съ точкою О очевидна, при 
чемъ уникурсальными ветвями, соединяющими точку О съ 
главными- точками, будутъ, какъ легко уб-Ьдиться^ ортогональ- 
ныя линш, кои проектируются на плоскость комплекснаго пе- 
1)ем'Ьннаго 2 прямолинейными отрезками. 
' Отыскавъ главныя и подглавныя точки основного пути А и 
количество ЛГ, , выяснимъ зат-Ьмъ порядокъ опред^летя нор- 
мальнаго значен1я количества К^ (см. п^2Ь) и соотв^тствую- 
щихъ ему нормальныхъ точекъ того же пути. Съ этою ц^лью 
опять обратимся къ вышеуказаннымъ точкамъ з^, Зз? Зз?--- " 
выд-Ьлимъ изъ нихъ гЬ, кои уникурсально соединимы съ полю- 
сомъ О. Пусть эти точки будутъ: з'п В^?- • • Въ числ-Ь указан- 
ныхъ точекъ ^\, з'а?-'- находятся всЬ главныя и подглавныя 
точки основного пути л. Вообразимъ еще гЬ изъ точекъ з,, 
Зз, Зз?---5 кои уникурсально соединимы съ этими главными и 
подглавными точками п лежатъ на указанныхъ выше в-Ьтвяхъ, 
входящихъ въ составъ пути Л, и присоединимъ таюя точки, если 
он4 существуютъ, къ точкамъ з', , з'-г? • • • ЗатЬмъ изъ числа вс4хъ 
этихъ точекъ 3^1 ? Ь\,--- псключпмъ главныя и подглавныя, а 
изъ остальныхъ указанныхъ точекъ изберемъ т-Ь, коп лежатъ 
въ наиеыси1емъ уровн-Ь, т. е. для которыхъ модуль »>]; {з) щ- 
обр'Ьтаетъ наибольшее значеше. Эти точки суть искомыя «о^- 
мальныя, а соотв-Ьтствующтй имъ модуль ^ (^) представляетъ 
искомое нормальное значеше К^ 

Г^роцессъ опред^летя нормальнаго значенхя количества К, 
какъ видно изъ вышеуказанЕтаго, вообще еще бол-Ье труденъ, 
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ч'Ьыъ опред'Ьлеше главныхъ и подглавныхъ точекъ, ибо этотъ 
процессъ требуетъ аналптнческаго продолжен1я функцш ^=5(*)> 
опред'Ьляемой. равенствомъ (286), за пределы круга сходимости 
на конечное разстояюе отъ окружности С. Но въ эгомь 
случае д'Ьло вообще упрощается т4мъ, что для усп'Ьшнаго 
р-Ьшетя вопроса о приближенномъ вычислен1н интеграла (285) 
не представляется безусловной необходимости им^ть нормаль- 
лое значеюе К^, Достаточно имЪгь какое нибудь значен1е К^^^ 
удовлетворяющее первому главному условхю (п° 4), и какой 
нибудь хорошо направленный основной путь Л, соотв-Ьтствую- 
щ1й этому значешю К^. 

Вообразпмъ зат^мъ нормальный звенья второго рода (см. 
»*^ 25), принадлежапця ортогональному основному пути Л. Если 
Е'5" есть такое звено, соответствующее главной или подглав- 
ной точкЬ ?^, то, какъ мы выше видели, его ортогональный 
в-Ьтвп ^Х и 'С^" характеризуются т4мъ, что уголь ЧИ между 
ними д-Ьлптся ортогональной ветвью ОС пополамъ, при чемъ 
абсолютная величина этого угла определена выше. Но мы 
должны также принять во вниманхе направлеше первоначаль- 
наго пути (О), которое считается положительнымъ. Въ такомъ 

27Г 

случае уголъ 211 будетъ отрицательнымъ, т. е. 2И= ^ , 

где V есть показатель кратности корня ^ = С уравнешя 

Ф(^)=Ф(!:). 

Предположимъ теперь, что фуякц1я (? {х-^0) и, следовательно^ 
функщя /" (^) имеетъ особыя точки, соответствующ1я такимъ ко- 
нечнымъ -значен1ямъ ^, для которыхъ функц1я ф (-гг) не обра- 
щается ни въ нуль, ни въ безконечность. Если все эти точки 
лежать вне площади, выделяемой найденною кривою А, то 
эта кривая попрежнему останется основнымь путемь. Но если 
некоторыя особыя точки функц1и О- (а; -♦- ^) будуть подни- 
маться постепенно все выше и выше, вступивъ въ область, 
ограниченную кривою Л, то сначала оне изменять ортогональ- 
ный основной путь Л, повл1явъ на нормальное значеше Щ^ 
потомь могуть сделаться подглавными, затемь главными точками 
на ряду съ прежними и, наконецъ, сделаются такими главными^ 
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при которыхъ прежтя главныя и подглавныя точен утратятъ 
это свое значеше. Главнымъ точкамъ этого рода будутъ соответ- 
ствовать петли каждая съ однимъ обходоиъ въ отрицательномъ 
направленш (20. = — 2т:). 

Им^я главныя и подглавныя точки ортогональнаго или хо> 
рошо направленнаго неортогональнаго основного пути Л, дя 
котораго отношеше (К^ : Д, )"* удовлетворяетъ первому главному 
условш (>?** 4), и подраздЬливъ этотъ путь на звенья перваго им 
второго рода, можемъ далЬе применить т4 или друпе процес- 
сы, изложенные въ настоящей статьЬ, къ приближенному вы- 
числешю интеграловъ, соотв'Ьтствующихъ отд'Ьльным'ь звеньямъ, 
и сложить эти результаты. 

Выполняя этотъ процессъ для ортогональнаго основного 
пути Л, предположимъ, что главныя и подглавныя точки этого 
пути, расположенныя въ томъ порядкЬ, какъ он* встречаются 
при, его обходЬ, будугь: ^,, Сг,-.., ч^* Соотв-Ьтствуюпця имъ 
вышеупомянутыя нормальныя ортогональныя звенья втораго рода, 
полнее обозначенныя согласно замйчаюямъ, сдЬланнымъ въ 
пп"^ 28 и 29, пусть будутъ: 

^\^,^,'%", $',/,^/'Г„..., Г„^„'/'„Г„. (287) 

Соотв-Ьтствуюпце этимъ звеньямъ углы 20, опред-бляемые ра- 
венствомъ вида (165), при разсматриваемыхъ обстоятельствахъ 
представятся такъ: 

20^ = — ^ , (А = 1,2, ... , п), (288) 

гд^Ь V^ есть показатель кратности корня ^ = ^^^ уравнеюя: 
^ (^) = ф (у1^). При этомъ здЬсь и ниже мы предполагаемъ, 
что особыя точки функцш ф (^) не совпадаютъ съ главными и 
подглавными точками основного пути Л, и что функцхя /*(;?), 
определяемая первымъ изъ равенствъ (285' , сохраняетъ ко- 
нечное значен1е для всЬхъ второстепенныхъ частей основного 
пути Л. 

Второстепенныя части основного пути А представятся его 
частями: 

5/Т., Г,^.,..., Г„_.^«, ^Л^.- (289) 
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Вм§стЬ съ тЬмъ равенство (285) представится такъ: 

к=п 



1.2...(»»— 1) (^а^-^ — ^ |1':*^*^ А- *]-^- 

-»-ГЛ+.]), (290) 

гдЬ 5'„ ^ , = 5', и [обе] есть шггегралъ (7), въ которомъ 
функщи /* (^) п ф ('^) опред']Ьляются при помощи равенствъ 
(285'). 

Пусть а есть длина совокупности второстепенныхъ частей 
(289) основного пути А и (а есть наибольшее значеше модуля 
фувк1ця 

' ^^^ — 2иг ' 

находимое въ предположеюи, что точка ^ обходить всЬ упо- 
мянутый второстепенный части. При эткхъ обозначешяхъ, на 
основанш формулы (63), находимъ для суммы интеграловъ, 
отнесенныхъ къ второстепеннымъ частямъ пути Л, следующее 
выражеше: 

2 К^^'^'.-]=^{^^.^ 1Ч<1. (291) 

Заслуживаетъ внимангя еще другая формула для вычислен1я 
интеграла, соотвЬтствующаго совокупности второстепенныхъ 
частей (289). Эта формула основана на равенствахъ (61,) и 
(б!^). Иначе говоря, эта формула получается при помощи 
преобразован1я (17) и соотв'Ьтствуетъ преобразобаиному основ- 
ному пути Л^, описываемому точкой 

^ 'П(^) 

ВЪ то время, когда точка ^ проходитъ ортогональный путь А. 
Йм^ въ виду получить эту формулу, предположимъ, что путь 
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Л избранъ такъ, что функщя П (у)^ определяемая равенствомъ 
(61з), для всЬхъ точекъ ^ второстепенныхъ частей ортогональ- 
наго пути Л, сохраняетъ конетое значеше. Это услов1е будетъ 
им-ЬтБ силу, если количество К.^^ зависящее отъ выбора уров- 
ня X, изберемъ такъ, чтобы оно было болгье нормальнаго зна- 
чешя К^. При такихъ условхяхъ будемъ им-бть: 

2] ^^"*^'^ + ^1 = '^[^.а, К,-, I X К 1, (29Г) 

гдЬ (Л, есть наибольшее значеше модуля функцш П (у) для 
точекь 2/ второстепенныхъ частей пути Л, и а, есть длина 
т^Ьхъ же второстепенныхъ частей. 

Легко при этомъ уб-Ьдиться, что 

а^ = 27Г . (29Г) 

Въ самомъ д-Ьл^Ь, путь Л, будетъ представлять ломаную ли- 
Н1Ю, слагающуюся изъ прямолинейньа^ отр-Ьзконъ. Т-Ь изъ 
этихъ отр'Ьзковъ, кои представляютъ второстепенныя части 
пути Л,, параллельны мнимой оси, при чемъ длина ихъ 
представляетъ собою абсолютную величину приращешя сшпли- 
туды функцш ф (^), ирхобр-Ьтаемаго въ то время, когда точка 
обходить путь л. Но это приращеше им4етъ одинаковую 
величину и въ томъ случа-Ь, когда точкам обходить вышеука- 
занный безконечно малый замкнутый путь (О) интеграла (285), 
при чемъ въ этомъ посл'Ьднемъ случа* приращеше амплитуды 
разсматриваемой функщи ф (^), очевидно, будетъ: — 27:. 

Чтб касается интеграловъ [1\^ 1с^" к^" 1с], входящихъ во вто- 
рую часть равенства (290) и отнесенныхъ къ нормадьнымъ 
ортогональнымъ звеньямъ второго рода, то къ каждому такому 
интегралу [$'//'$"] применяются зам-Ьчайя, преобразовашя и 
формулы, указанныя въ § 9 и окончательно рЬШающхя нашу 
задачу. При этомъ, прим-Ьняя къ интегралу [Е'^'^'Е"] то пли 
другое изъ преобразовашй (172), нужно въ уравнеши (177) 
избрать значен1е многозначной функцш (^) такъ, чтобы ве- 
личина т), определяемая первымъ изъ равенствъ (179), была 
положительною. Если правило это поставимъ въ связь съ вы- 
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шеуказаннымъ положешемъ уникурсальной ортогональной вЬтви 
0(^ относительно ортогональныхъ звеньевъ ^'С и ^^"^ то при- 
демъ къ заключенш, что указанное значеше фумсцш (^) 
нужно избрать такъ, чтобы для точки ^, в^тви 0^ количество 

им^ло амплитуду, равную О. = , при чемъ точка ^, мо- 

жетъ быть взята та самая, которая выше уже послужила для 
обслЬдовашя главной или подглавной точки ^ и которая изоб- 
ражаетъ величину определяемую такъ: 

гдЬ 5 есть весьма малая положительная величина и )8' {() опре- 
д^ляется равенствомъ (286). 

Въ приложешяхъ им-Ьеть значеше преимущественно тотъ 
случай, когда функц1я 

голоморфна въ области каждой изъ главныхъ и подглавныхъ 
точекъ и не обращается для этихъ точекъ въ нуль. Такой 
случай имЬетъ мЬсто, напрпм'Ьръ, въ Теорш Вероятностей. 
При такихъ услов1яхъ /'(^) нм^етъ форму (167), въ которой 
^ = 1, и къ разсматриваемому интегралу [^'//ТТ непосред- 
ственно применяется любая изъ формулъ (202), (213)^ и (224), 
полагая въ ней р = 1. 

Такимъ образомъ, наприм^ръ, формула (202) съ относящи- 
мися къ ней формулами (195') и (202,) даютъ: 

1^УП"]=Г & ЯК) ^^ . 

V 



V *! (г*-'{Я'(О0*(О} 

^ 1.2:..к аС"-' 


и,.Г\ V 
1+к 


-'-д.|. 


Л=1 


V Щ " 


(292) 
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г*1==е — 1 = --е вт -^ , 

• г V 



л , . ШПи у . '^'"' ^^^^ ^*"' < ^^1^'®' ^^^ ^ 



*=. 



■С-^1 



^ ., г Н.М\Ф{-Г1) Г\ V ; |Х1<-1 



А-=у— 1 

V 

к=0 



при чемъ пределы количествъ 8\ определяются помощью не- 
равенствъ (199) и (199') при условш: |3 = 1; г мен-Ье раз- 
стояшя точки С отъ ближайшей изъ особыхъ точекъ функцхй 
(;8г) и Ж (^); Ж и N суть модули шахшиш шахипогит 
функщй: 

—0 (г: ^ те'"') и ЯЧС -*- ге^О 

при возрастанш ы отъ О до 27г. Къ этимъ формуламъ при- 
соединяется условхе: 

7) Ж< 1, (292') 

необходимое для прим4нешя теоремы Копш-Руше, которая при- 
водить къ вышеуказанному выраженш р^. 
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Само собою разуйгЬется^ что легко Аожемъ распространить 
прп еастоящлхъ услов1яхъ на данный с^1учаГ1 формулу (193'"), 
свободную отъ ограничешй услов1ям11 сходимостп Лагранжева 
ряда, прнм^неннаш къ функцш Я (г). 

Въ изложенныхъ выводахъ и формулахъ заключается богатый 
матер1алъ для прнм'Ьнен1я кг. Теор1н Вероятностей, прпводящтй 
къ результатамъ^ отчасти затрокутымъ въ моемъ мемуар'Ь: < Общш 
свойства массовыхъ нежшисимыхь случайпыхъ явленгй &ъ связи 
съ пргсближениымг еычисмтемъ фуннг^п весьма большитъ чи- 
селъу. При этомъ теоремы, прнведенныя въ этомъ мемуар-Ь, 
легко пополнить формулами для оц'Ьнки пред-Ьловъ погрешно- 
стей прпйлиженныхъ выражен! й, кои разсматривлютсл въэтихъ 
теорвмахъ. 

Небесная Механика также можетъ по.тьзоваться этими вы- 
водами, приспособляя 1[хъ къ свотшъ задачамъ, въ которыхъ 
важную роль лграюта об1Ц1я зам-Ьчанш, указанныя въ п^ 39. 



§ 12. Исчпелев1е првблпжспиыхъ оыражев)н оптегрАловъ впда 
(1), какъ средство для облегчеп1а вычпслен1я Функц18 врв но- 
нощн безконечныхъ рядовъ. Связь разсматриваемпго псчнглен1я 
€ъ общею теор1сн днФФсревц1альпы1ъ уравнен1]| и важвая роль 
особыхъ точекъ внтеграловъ этихъ урависи1й. 

№^ 39. Вычислеше функщй помощ1К) безконечныхъ рядовъ, 
которое иногда является неизб^жнымъ, сопряжено, особенно 
вблизи границъ области пхъ сходимости, съ трудностями и 
нуждается въ средствахъ для облегчеп1я, Безъ такихъ обле!*- 
чешй не можетъ, ыаприм'Ьръ, обойтись Небесная Механика, 
вынужденная прпб'Ьгать къ безконечнымъ рядамъ въ виду не- 
возможности точно ннтегр1фОвать уравнения двпжешя центра 
тяжести гЬла солнечной системы^прптяпшаемаго, кром^ солнца, 
другими мен'Ье значительншш массами. 

Рассматриваемое приближенное вычис^еше вообще отв'Ьчаегь 
на такую нужду, давая средства для облегчетпя вычислен1я ко- 
личествъ,представлепныхъ посредствомъ безконечныхъ рядовъ, 
при недостаточно 11 быстрот-Ь сходимости этихъ рядовъ, ЦЬль 
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точками, въ основ*]^ котораго лежитъ аналитическое прбдолоюе- 
иге количества ^, какъ функцш модуля ф (;гг)^ изъ области точки 
^=10 въ области главныхъ точекъ, можно решить при помощи 
одного и того же указаннаго ниже Лагранжева ряда /5^ (^, рас* 
положеннаго по степенямъ ](, не выходя запредЬлы его ]Еруга 
сходимости. Заключеше это подтверждается само собою послЬ- 
дующимъ изложешемъ. 

Предположимъ сначала, что фуншця /*(;8г)ф'^(;зг) нетгЬетъвъ 
конечной области плоскости коплекснаго перём^ннаго ^ такихъ 
особыхъ точекъ ;зг, для которыхъ функщя ^{^) не обращается 
ни въ нуль, ни въ безконечность. При этихъ услов1яхъ глав- 
ныя и подглавныя точки искомаго основного пути А выбира- 
ются исключительно изъ числа корней уравнешя: ф'(;8г)=0, при^ 
чемг отысканге главньюсъ точекъ ставится въ непосредстоемную 
связь сь изискангемь иеобосодимыхь и достатючиыхь условгй сою- 
димости ряда Лагранжа: 

ВсЬ выводы, какъ обпце, такъ и частные, кои относятся къ 
этому изыскашю и изложены въ стать-Ь <Рядъ Лагранжа. >, мо- 
гутъ намъ послужить на пользу прп построенш искомаго основ- 
ного пути Л на модулярной поверхности. 

Пусть 5«, За, Ьз, ... будутъ корни уравнешя ф'(^)=0 и 
пусть корни эти размещены въ порядк-Ь понижен1я ихъ уров- 
ней, т. е. 

1Ф(а.) 1^1 Ш 1^1 Ф(3з) !§.••• (286') 

Обозначимъ чрезъ Т,, Т,, Т^, ... значенк ](, соотв-Ьтству- 
юпця значешямъ ^, совпадающимъ съ величинами 5,, 52> Зз? • • •? 
такъ что 

Т^^= -7 ч = I / ч = —77 Г ? 5 == 1, 2, 3, ... (286 ) 

При изыскаши услов1й сходимости ряда 8{Ь)у опредЬляемаго 
равенствомъ (286), мы должны выбрать изъ числа величинъ 
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Т, , Тз, Т,^ .•• такъ называемыя критическгя значен1я (, кои 
дежатъ на окружности С круга сходимости ряда 8{1). Этимъ 
значешямъ 1=^Т соотв-Ьтствують главныя точки е^=^. Изы- 
сканхе ведется по следующему общему плану *). 

Рядъ 8{1) будеп» сходящимся, если И | < | ^Г, | . Если 
величина й^(ХТ,) при возрастаюн X отъ О до 1 будетъ стре- 
вгатьсл къ пределу, отличному отъ 5,, то Т, не дудеть крити- 
ческймъ значешемъ ^ и }, не будетъ главною точкою основ- 
ного пути Л. Критическое значенхе Ь нужно искать въ ряду 
величины Тз, Тз, ... Если величина й^(ХТз) при возрасташи 
X отъ О до 1 не будетъ стремиться йъ Зз, то и Т^ не будетъ 
критическимъ значешемъ *, а Зг не будетъ главною точкою ис- 
комаго основного пути Л. Критическое значеше Ь нужно ис- 
кать въ ряду величинъ: 2,, Г^, • • • Продолжая это изыскаше, 
мы должны дойти до такого значешя Т^, для котораго рядъ 
8 (кТ^ остается сходящимся при возрасташи X отъ О до 1 
и величина 8[\Т^ стремится къ з^-, когда X, возрастая, стре- 
мится къ 1. Въ такомъ случае величина Учесть критиче- 
ское значен1е ^ и з,. есть главная точка искомаго основного 
пути Л. Друпя главныя точки того же пути (если таковыя 
существуютъ) обладаю'!^ такими же свойствами, какъ точка з^ 

Трудности этого общаго плана, допускающаго значительныя 
упрощен1я лишь въ частныхъ случаяхъ, заключаются въ томъ, 
что р-Ьшеше вопроса сводится имъ къ вычислешю безконеч- 
наго ряда 5 {I) при положен1и точки Ь на самой окружности 
С круга сходимости. Вообще эти трудности могутъ быть об- 
легчены отчасти лишь при посредств-Ь прхема, основаннаго на 
томъ соображеши, что при маломъ положительномъ значеши 
г и при ^1 = (1 — е) Т точка ^, , изображающая величину 
^, =/5(^,), должна быть близкою къ точкЬ з и уникурсально 
соединимою съ з, если точка з есть главная (такъ какъ при 
этомъ услов1и должна существовать уникурсальная в^твь О) 
кривой Л^з). Вычпслеше такой величины ^^^ достаточное для 
нашихъ ц'Ьлей,. легче, нежели вычислеше величины 8{Т}у по 



*) См. „Рядъ Лагравжа", гл. I, § 8. 

15 
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тому, что точка <, лежитъ внутри крз^га сходимости, а не на 
его окружности *). При этомъ вопросъ объ уникурсальной 
соединимости точекъ г^ и } р-Ьшается помопцю вычислешя кор- 
ней /о, /^,...,/V-I уравнеюя 

обращающихся въ ^=«=8 при ^4= (1 — е) Т=Т (иначе, при е=0) 
и приближенно опред^яемыхъ посредствомъ формулы (164'), 
полагая въ ней ^ = з и 

и вычисляя л по формуле (145) [V есть показатель кратности 
корня -гг = 3 уравнетя ^=Т(^ (я?-н;зг)]. Если точки ^, и з уни- 
курсально соединимы, то одинъ изъ указанныхъ корней /^, 
/^,...,/^_, долженъ совпадать съ ^з^. Если же такого совпа- 
ден1я не окажется, то точка ^ не есть уникурсально соедини- 
мая съ О и, следовательно, не есть главная. 

Зам-Ьтимъ, что положеше указанной сейчасъ точки я, играеть 
важную роль при опредтьмнги консшрукцги ортоюнсмьиаго 
основного пуши Л вблизи точки ^=з, если з окажется главною 
точкою. При помощи этой точки ^^^ решается вопросъ, кат 
именно нисходящгя втьтви разв^ьтвляющейся орттональной м- 
нш К^у проходящей чрезъ точку з, войдутъ въ составь этою 
пути Л. Въ самомъ д^лЬ точкою ^^ определяется въ области 
точки 3 та изъ восходящихъ отъ точки з ортогональныхъ вет- 
вей, которая уникурсально соединяетъ вершину О съ точкою з. 
Эта ортогоиальпая в^твь О3, какъ указано выше (см. пп^26 
и 28) и полнее выяснено въ глав-Ь 1П статьи <Рядъ Лагран- 
жа> (см. § 15, «Правило >), определяеть двп» нисходяпця отъ 
точки 3 ортогональный в-йтви, кои равно наклонены къ в4тви 

Оз, образуя съ нею уголъ - . Эти дв-Ь нисходяпця отъ точки з 



*) Для облегчен1я вычисден1я ряда /8' (Ь^) въ разсматриваемомъ процессе 
опред'1лен1я главныхъ и подглавныхъ точекъ освовного пути Л, къ сожа- 
л']^н1ю, нельзя прим^^ннть прхемовъ, указанныхъ въ пР 89, ибо эти прхемы 
сами нуждаются въ предварительномъ построен1и основного пути Л. 
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ортогональння в^тви п должны войти въ составь пути Л, какъ 
его ыаеныя части, прплегаюпця къ главной точкЪ $. 

Зная главный точки, будемъ им^ть для нигь значеше мо- 
дуля функщи фС-аг), которое представить величину К^, и бу- 
демъ знать радаусь р круга сходимости ряда 8 {{), представ- 
ляющ1йся такъ: 

1 

Переходя къ подглавнымъ точкамъ, напомнимь, что онЪ 
должны лежать вн'Ь найденнаго круга сходимости, но весьма 
близко къ его окружности С. Сл']&довательно, подглавною точ- 
кою можетт> быть лишь такая точка }, которая принадяежитъ 
1сь точкамъ ^^у 3,, $39* •* и Д^я которой модуль величины Т, 
определяемой соотв-Ьтствующимь равенствомь (286"), бол-Ье 
р, но весьма близокъ къ р. Если } удовлетворяеть этимъ 
цризнакамь, то нужно еще убедиться въ томъ, что она уни- 
курсально соединима съ точкою О. Для этой ц^ли возможно 
опять воспользоваться вышеуказаннымъ рядомъ ^(<), вообра- 
зивъ точку Ь^ пересЬчетя прямой ОТ съ окружностью С и 
затЬмъ разсмотр-Ьвъ величину а^ =8{^^). Точка } будетъ под- 
главною лишь въ тозгь случа-Ь, если точка а^ не есть главная 
и если притомъ точка а^ уникурсально соединима съ точкою}. 
Уникурсальная соединимость точекъ -гг, и } определяется легко^ 
ибо эти точки, при возможности уникурсальнаго соединеи1я, 
будутъ весьма близкими другъ къ другу. Р4шая этотъ вопросъ, 
нужно следовать тому же порядку, какой сейчасъ указанъ для 
главной точки. При этомъ указанная точка г^ играетъ важную 
роль также при изследованш конструкц1и основного пути Л 
вблизи подглавной точки }, определяя гЬ дв* нисходящ1я отъ 
точки 5 ортогональння в^тви, кои должны войтп въ составь 
этого пути, какъ его главныя части, прилегающ1я къ з- Роль 
эта вполне аналогична той, какая выяснена сей часъ при раз- 
смотрегаи главной точки. 

При трудности изложеннаго обш;аго плана определенхя гйв- 
ныхъ и подглавныхъ точекъ прхобретаютъ значенхе различные 

15* 
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|^1е11'Ье обще, но бол-Ье простые признаки этихъ точекъ. Мнопе 
так1е признаки даны въ различныхъ м'Ьстахъ статьи: <Рядъ 
Лагранжа> (см. гл. I, §§ 9, 10, 11, 15; гл. III, §21). Эти при- 
знаки втБ сущности сводятся къ особеннымъ частнымъ призна- 
камъ возможности или невозможности уникурсальнаго соедп- 
нен1я точки О съ гЬми или другими точками }, , з^ , $з > • • • " 
иногда доводятъ вопросъ объ отыскаши главныхъ точекъ до 
крайней простоты, какъ это представляется, напрпм'Ьръ, въ 
случа-Ь, разсмотр-Ьнномъ въ п^ 7 и им-Ьющемъ важное значе- 
ше въ Теорш Вероятностей. Въ этомъ случа-Ь уникурсальная 
соединимость главныхъ точекъ съ точкою О очевидна, при 
чемъ уникурсальными ветвями, соединяющими точку О съ 
главными, точками, будутъ, какъ легко уб-Ьдиться, ортогональ- 
ныя лиши, кои проектируются на плоскость комплекснаго пе- 
рем-Ьннаго ^ прямолинейными отрезками. 
' Отыскавъ главный и подглавныя точки основного пути А и 
количество X,, выяснимъ зат'Ьигь порядокъ опред-блетя нор- 
мальнаго значен1я количества К^ (см. п^2Ь) и соотв^тствую- 
щихъ ему нормальныхъ точекъ того же пути. Съ этою ц-Ьлью 
опять обратимся къ вышеуказаннымъ точкамъ ^^, Зз, $з5--- ^ 
выделимъ изъ нихъ гЬ, кои уникурсально соединимы съ полю- 
сомъ О. Пусть эти точки будутъ: ^\, ь\у - - Въ числ4 указан- 
ныхъ точекъ з'п з'а)--- находятся всЬ главныя п подглавныя 
точки основного пути л. Вообразимъ еще т* изъ точекъ },, 
Й2? 5з>---? к^и уникурсально соединимы съ этими главными и 
подглавными точками и лежатъ на указанныхъ выше в-Ьтвяхъ, 
входящихъ въ составъ пути Л, и присоединимъ таюя точки, если 
он-Ь существуютъ, къ точкамъ ^\ , з'а? • • • ЗатЬмъ изъ числа всЬхъ 
этихъ точекъ з'^, з'^,... исключпмъ главныя п подглавныя, а 
изъ остальныхъ указанныхъ точекъ изберелгь тЬ, коп лежатъ 
въ паиеысиьемъ уровне, т. е. для которыхъ модуль ф {з) пр1- 
обр-Ьтаетъ наибольшее значеше. Эти точки суть искомыя нор- 
мальный^ а соотв'Ьтствующ1й пмъ модуль "^ (0) представляетъ 
искомое нормальное значеше К,. 

Процессъ опред-Ьлетя нормальнаго значен1я количества Х., 
какъ видно изъ вышеуказаннаго, вообще еще бол'Ье труденъ, 
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ч'Ьмъ опред'Ьлете главныхъ и подглавныхъ точекъ, ибо этотъ 
процессъ требуетъ аналптнческаго продолжвн1я функщи ^=8{1)'у 
определяемой, равенствомъ (286), за пределы круга сходимости 
на котчное разстояше отъ окружности С, Но въ этом'Ь 
случае д'Ьло вообще упрощается гЬмъ, что для усп-Ьшнаго 
р-Ьшенхя вопроса о прпближенномъ вычисленш интеграла (285) 
не представляется безусловной необходимости имЬть нормаль- 
лое значеше -Кг. Достаточно имМъ какое нибудь значен1е К^^^ 
удовлетворяющее первому главному услов1ю {п^ 4), и какой 
нибудь хорошо направленный основной путь Л, соответствую- 
Щ1Й этому значешю ЛС,. 

Вообразимъ зат^мъ нормальныя звенья второго рода (см. 
п^ 25), принадлежащхя ортогональном[у основному пути Л. Если 
Н'$" есть такое звено, соответствующее главной или подглаз- 
ной точкЬ С, то, какъ мы выше вид^лп, его ортогональный 
ветвп ^% и ^5" характеризуются тфмъ, что уголь 20 между 
ними дЬлится ортогональной ветвью ОС пополамъ, при чемъ 
абсолютная величина этого угла определена выше. Но мы 
должны также принять во внимаше направленхе первоначаль- 
наго пути (О), которое считается положительнымъ. Въ такомъ 

271 

случае уголъ 212 будетъ отрпцательнымъ, т. е. 2^2 = — — , 
где V есть показатель кратности корня а = С уравнен1я 

Предположимъ теперь, что функц1Я О {x-^^^) и, следовательно^ 
фуншця /* {^) имеетъ особыя точки, соответствующ1я такимъ ко- 
нечнымъ -значен1ямъ ^г, для которыхъ функц1я ф {^) не обра- 
щается ни въ нуль, ни въ безконечность. Если все эти точки 
лежать вне площади, выделяемой найденною кривою Л, та 
эта кривая попрежнему останется основнымъ путемъ. Но если 
некоторыя особыя точки функц1и (? (л? -«- ^) будутъ подни- 
матьсл постепенно все выше и выше, вступивъ въ область, 
ограниченную кривою Л, то сначала оне изменять ортогональ- 
ный основной путь Л, повл1явъ на нормальное значеше К^у 
потомъ могутъ сделаться подглавными, затемъ главными точками 
на ряду съ прежними и, наконецъ, сделаются такими главными. 
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жемъ при посредстве разсматрива,емаго исчислен1я ускорят| 
суммироваше рядовъ, охфед'Ьляющпхъ интегралы дифферен! 
альнаго уравнешя, хотя бы первм'1нныя подходилп^къ с^1 
границамъ области ихъ сходимости. ^^ 

Но для такого примйнешя исчисленхя еще не достаточно 
особыя точки интеграловъ дифференц1альныхъ уравнешй 
сл-Ьдовать ихъ форму въ области этихъ точекъ. Необходимо! 
связать значешя каждаго интеграла въ данной области съ ег61 
значен1ями въ областяхъ гЬхъ особыхъ точекъ, кои, въ ка^ 
ств*! главныхъ и подглавныхъ, вл1яютъ на приближенныя В1 
ражен1я членовъ разложешя интеграла въ первой обл^стиЛ 
Эта связь устанавливается, какъ сейчасъ сказано, аналитиче-^ 
скимъ продолженгемъ этихъ интеграловъ изъ одной области в*]! 
другую. 

Трудности этой последней задачи,* т. е. аналитическаг 
продолжешя функцШ изъ одной области въ другую, въ об| 
щемъ случаЬ представляются бол-Ье значительными, ч^Ь» 
опред^ленхе особыхъ точекъ интеграловъ и изсл-Ьдовавае ихъ| 
формы въ отд'Ьльныхъ областяхъ этихъ особыхъ точекъ. Такъ,| 
общая теор1я линейныхъ, дифференцхальныхъ уравнетй, пред-] 
ложенпая Фуксомъ, легко разр-Ьшаеть вопросы объ особнхт! 
точкахъ интеграловъ; но въ т-Ьхъ пунктахъ этой теорш, кои I 
относятся къ аналитическому продолжен1Ю интеграловъ. Фук- 
совы упрощешя этой задачи встретили препятств1я *). 

Вообще современная обширная литература по дифференщ- 
альнымъ уравнен1ямъ, занимающаяся пзсл'Ьдовашемъ интегра- 
ловъ въ областяхъ ихъ особыхъ точекъ п связывающая значе- 
шя этихъ интеграловъ для различныхъ областей апалптпческпмъ 



*) Объ аналптическомъ продолжен1и функц1Й п о трудиостяхъ, встр:]^чаю- 
щихся въ этой задач-Ь при разрЬшен!!! ея способомъ Фукса, трактуется 
въ сл-Ьдующпхъ мемуарахъ. 

1\1си8 „ПеЪег (11е Баг8|;е11ип§ йег Гипсйопеп сотр1ехег УапаЪе1п, 1пЬе- 
вопйеге (1ег 111|;е^а1е Ипеагег Б1^егеп(;1а1д1е1с1шпдеп''. Сге11е'8 ^011^п., Вй. 
ЬХХУ, 8. 177—223. 

Я. А, Лекрасовъ, „О пред'Ьльпомъ кругЬ Фукса". Матем. Сборе., т. XIV. 
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ихъ продолжен! емъ, даетъ важ1гЬйшее подспорье разсматривае- 
мочу исч11Слен1ю, которое въ свой чередъ облегчаетъ вычна1е- 
н* птеграловъ иъ оста^тьныхъ областяхъ, 

ъ приложен1яхъ къ фупкц^ямъ^ опред4ляющимъ явлешя при- 
три -^1 перем'Ьнное обыкновекио бываетъ <Ььйа1^ттт€льнымъ. 
Ь Угихъ случаяхъ изсл*дован1е особыхъ точек'ь интсграловъ 
'^' ' ференща.11ъпыхъ уравнешй можно ограничить лннгъ такими 
^ ^быми точками, кои оказываются ближайшими къ т'Ьмъ или 
другимъ точкамъ дгьйствительной оси. Эти особыя точки дол- 
жны бы сосредоточива^гь на себ* нреимуществснное внимаше 
авторовъ, занимающихся дифференщальншш уравнешямп ди- 
намики* Остальныя особыя точки могутъ быть устранены изъ 
разсмотр-Ьтя, чтб облегчаетъ д'Ьло. 

При устраненш трудностей, связанныхъ съ аналптическимъ 
продояй10Н1емъ литеграловъ дифферепщалышхъ уравнешй, пр!- 
обр4таютъ важное зеачеше частные пр1еш1, кои сводятъ за- 
дачу интегрировап]я ди(|}ференц1а.1Ьнаго уравнешя кп. прим^Ь- 
чателънымъ формамъ^ нанрпм'Ёръ, еъ опред'Ьленныыъ Ш1тегра- 
лам*ь, хотя бы этп пос.11^дн1е интегралы, сами но себ-Ь, были 
сложны. Прим4ръ такого изсл'6дован1Я особыхъ точекъ данъ въ 
моей стать-Ь: <Лг1нейныя диффервнцга^гьиыя уравтнгн^ интегри- 
руемыя посредсшвомъ опред^ъмнншуъ гттеграловъ> *), 



4^ 13. Формулы 11нтсриолпроваи1я и мпавпчеекшъ квадрату ръ 
н ор11ложеп!е къ нвмъ разснятрвваемАГО исчвслои1я; законы ею- 
дапогтд п раеюдвмостн зтвхъ Формулъ. 

}г^4Ь Перейдемъ теперь кь формушмъ интерполировангя, л 

также коснемся механическихъ квадрату}^. 

Разсматрпваемое исщ1слен1е обогащаетъ теор1ю интерподи- 
рован1Я важными ионят1ЯМИ и выводами. 



1839,- Москва, „^еЪе^ йеп РисЬБсИеп егео2кте15". Ма1^Ьетаи8сЬе А1та1ап, 
Вй. XXXIX. Ье1рг1в. 

В. А. Лн}1симйвг, „11рад]);1ьаый кругъ Фукса и его [11тло:ксп1л". Вар- 
шава. 1892. 

^^ См, Математическ1Й Сборниаъ, г, XV, 

16* 
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СлЬдуя Эрмиту *)^ разсмотримъ одно о6общен1е формулы 
Тейлора, приводящее къ такиш формуламъ ннтерг10Л11рован1я, 

погрешности которыхъ выражаются интегральными вычетами, 
приводимыми 1сь виду (1). Эти интегральные вычеты, сл^дова- 
тельно^ доиускають примкнете разсматриваемаго исчисленк, а 
нъ результат* такого прим*ЕбН1а получаются не только пре- 
делы погр-Ьшностей формудъ интераолированш, но и прибли- 
женный выраженш этихъ погрешностей, кои содержать въ себ* 
болп>е ничтожмую погр-Ьшность. Иначе говоря, прим^неше къ 
$твмъ интегра.т1ьнымъ вычетамъ разсматриваемаго исчислен1я 
иожетъ повысить точность вычислен111 подобпо тому, кяк-ь^ на- 
прим'Ьръ, въ п'^ЗЭ (пункт. II) интегральный вычетъ (304) ио- 
служилъ къ облегчетю вычислен1я функщи Ф (а:н-Л), опред'Ь- 
.1лемой по формуле Тейлора. 

Кроме того^ применеше разсматриваемаго исчиеленш къ вы- 
шеупомянутымъ вычетамъ ставить и строго р^шаегь еще не 
вполне выясненный вопросъ объ услов1яхъ годности и негод- 
ности (иначе, сходимости и расходимости) соответствующихъ 
иптерполящонныхъ формулъ. Изъ этйхъ услов1н обыкновенно 
указываются неко1Юрыми ав1Ч>рами лить прост4Г[Ш1Я и только 
достаточныя. Такого рода указашя можно найти, еапримеръ, 
въ мемуаре А. Ю. Давидова: <Объ одной общей формуле въ 
теории определенныхъ 1штеграловъ> (Математически Сборншгь, 
т. X, 1882) и въ упомянутомъ выше курС1> Эрмита. Но не- 
которые руссше математики совершенно иренебрегйютъ этими 
УСЛ0В1ЯМИ. Так-ъ, этотъ важный вопросъ упущенъ изъ виду, на- 
примеръ, въ сочпнеиш А. Л. Маркова «Исчпслеше конечныхъ 
разпостей> (Отд. I С*-Петербургъ. 18в9), хотя авторъ, пови- 
димолу, желалъ дать въ своемъ сочипен!» систематическое и 
полное изложеше основъ теорш интерполирован1Я н механи- 
ческихъ квадратуръ. 

Вообразимъ замкну']7ВД кривую ^9, ограничивающую сплошную 
односвязную площадь, внутри которой находятся ноподвижныя 

') См. „СоигБ <^е М. Пегткс, рго^езай реиЛап! к 2-е ветпез^ге 1881— 
82^^ гёсЛсИ^ё раг М. Апйоуег^ 5есоп<1 Ыга^е, гети раг Ж НегтИе, рр. 76 — 
77. Рапз. 1883. 
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т^чш а, Ъ, Су..., I и подвижная точка х. Обозначимъ чрезъ 
^С^) функщю голоморфную въ области, ограниченной кривою 
^ п доЛожимъ: 

р (^) = (^ — а)« (^ — Ь)Р. . . (^ — 1)^, (310) 

^''^'ЗЬ показатели а, |3,..., л суть ц-блыл положптельныя числа. 
^^^т4мъ разсмотримъ интегралъ: 

(«) 

Этотъ интегралъ представить остаточный члепъ ряда Тей- 
**^чэра, если сдйлаемь частное предроложеше: Р (^) = (-гг — а)*. 

Въ общемъ случа* теорхя интегральныхъ вычетовъ, прим-Ь- 

^енная къ интегралу (311), обнаруживаетъ следующее. Во- 

образимъ безконечно малыя окружности (а), (Ь), (с),,.., (1) и 

^а;), опвсанныя изъ соотв'Ьтствующихъ центровъ а, Ь, с,..., I 

^ X. БудоАгь им4ть: 

В=={ -*-[ -нГ -^...^{' -нГ , (312) 

и (а) ^ (Ь) и (с) .) Н) о (аг) 

гд4 интегрируемая функщя, которая должна стоять подъ зна- 
ками интеграловъ, подразумевается. 

ВсЬ интегралы, стояице во второй части равенства (312), 
получаются по одному и тому же плану. Разсмотримъ первый 
изъ нихъ. Изъ вышеуказанныхъ предположен1Й относительно 
функцШ ф(г)1иР {&) сл-Ьдуотъ, что для точекъ г окружности (а) 
функщя 

Р{^) 

разлагается по цЬлымъ положительнымъ степенямъ (г — а). 
Следовательно 



ф(е)_ Л ■ Л . Л . _^^ 



^^-н 



Р(г)~(,г—а)'^{з—а)'-^ [г—а)'^-* ' ' з—а 
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Дал4е для точекъ ;8? окружности (а) им-Ьемь: 

1 1 ^— а (^—аУ (^з — а) 

— — _■ I 3 ■ _1 ^ 1_ 



Я— I 



х—:з X — а {х — а)' .{ж— а)' '" {х — а)* 
Им^я эти разложешя, можемъ найти коеффшцентъ при 



^ — а 
въ разложеши функщи 

по степенямъ ^ — а, каковой коеффищентъ представить первый 
изъ интеграловъ, стоящихъ во второй части равенства (312). 
Итакъ, 

(«) 

Очевидно, вторая часть равенства (313) есть цтьлый полиномъ. 

Распространяя формулу (313) на каждый изъ интеграловъ, 
стоящихъ во второй части равенства (312), кром-Ь посл'Ьдняго, 
загЬзгь складывая результаты, получимъ: 

Г н-Г -и...-*- Г =—Ф(х), (314) 

и (а) и (ь) ./ ш 

гд'Ь Ф {х) есть цгьлый полиномъ степени а-и |3-+- . . , -*-Х — 1. 
Сверхъ того имгЬемъ: 



X 



^ф{х). (315) 

(а-) 

Изъ равенствъ (310), (311), (312), (313), (314) и (315) сл*- 
дуетъ, что 

ф{х) = Ф{х)^В, (316) 

гд* 

1 Г^ (--)• (-»/ . . . С^Х^,. (317) 
2тл) г — X \г — а) \г—Ь} \г — 1) 

'(«) 
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Легко видеть, что функщя ф {х) и полиномъ Ф (х) удовле- 
творяютъ услов1ямъ: 

ф^а)=ф{а), Ф'(а)=/(а),..., ф(^-'> (а) =5^^«-')(а), 
ф(Ъ)==ф(Ъ)^ Ф'(Ь) = 55'(Ь),..., Ф^?-''^{Ъ)=ф^^''НЬ). 

Ф{1) = ф{1), Ф\1)=ф{1),..., Ф^^-'Ч0=3^'"*Ч0. 

Формула (316) выражаегЁ приближенно функцш ф{х) по- 
средствомъ полинома Ф {х)^ при чемъ В есть погрешность. 

Но не сл-Ьдуеть упускать изъ виду, что при весьма боль- 
шомъ значеши суммы ан- 13-+- . . . -нХ эта погр-Ьшность В не 
всегда будетъ малою величиною; эта погрешность будетъ ма- 
лая лишь въ томъ случаЬ, если соблюдены тшоторыя усгоеъя. 

Легко видЬть, какъ это указано, наприм^ръ, въ упомянутомъ 
выше курсЬ Эрмита, что погрешность В будетъ малою, если 
для вс^хъ точекъ ^ кривой /5 им^юп» силу неравенства: 

\^—а\<\г—а\, |^-Ь|<и— Ь|,..., 1^— г|<|^_г|, 

т. е. если окружности, описанныя изъ центровъ а, Ь,..., I и 
проходяпця чрезъ точку х^ лежать все внутри площади, ограни- 
ченной кривою /5. Но это услов1е только достаточное. * 
Применяя начала разсматриваемаго исчислешя къ интегралу 
(317), мы получимъ услов1я, необходимый и достаточныя для 
годности интерполяцдонной формулы (316). 

ПуС1Ъ 

-т = ан-|3-*- ... -нХ. (318) 

Положимъ: 
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При этихъ обозначетяхъ равенство (317) получаетъ видъ: 

Е=( Н^) ^"^ {^) с1^, (321) 

къ которому можемъ применять разсматриваемое исчислете. 

Это прим-Ьнеше требуетъ изучешя особыхъ точекй функщн 
ф (^) и ея разложешй въ области этихъ точекъ, а также опре- 
д4лен1я корней уравнетя ф'(^) = 0. 

Пусть особыя точки функщи ф (^) и корни уравнешя ф'(^)=0 
найдены, а также построенъ основной путь Л, эквивалентный 
пути 5. Главныя точки пути Л, какъ легко уб-Ьдиться, не за- 
висятъ отъ X. 

Прежде всего обратимъ вниман1е на соответствующее основ- 
ному пути Л количество 

^. = 1Ф(01, (32П 

гдЬ ^ есть главная точка. Приближенная величина интеграла 
(321) представится такъ: 

^г = ^5Г,^ ./; (а?). (322) 

гдЬ /I (х) есть зависящая отъ х величина конетаго порядка 
относительно — . Отсюда видно, что количество К^ им-Ьетъ ре- 
шающее значенхе въ вопросЬ о годности или негодности фор- 
мулы (316). 

Если количество X, окажется ментье 1 на конечную вели- 
чину, то формула (316) интерполировашя будетъ годною для 
получешя прпближеннаго выражешя функщи ^^ (ж), такъ какъ 
погрешность В, какъ показываетъ вторая часть равенства (322), 

будетъ малою величиною порядка с7 = -♦- со относительно — . 

Если ^5Г,>1, то, наоборогь, погр-Ьшность В будетъ большою 
величиною, стремящеюся къ безконечности, и поэтому, формула 
(316) совершенно не годна для того^ чтобы функцгю Ф(х) при- 
пять за приближенную величину функгт ф(х), Наконецъ, при 
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значенш К^, хотя и меньшезгь 1, но весьма близкомъ къ 1, а 
также при К^=^1у формула (316) можетъ быть годною, но 
чувствительность ея будетъ зависать отъ детальныхъ свойствъ 
интегрируемой функщи /*(^)ф^(^), при чемъ вопросъ о год- 
ности или негодности формулы (316) въ этомъ случа* решается 
окончательно приближеннымъ вычислешемъ количества В, по- 
лезнымъ также для повышешя точности результата. > 

Эти зам'Ьчан1я показываютъ, что услов1я годности интерпо- 
лящонныхъ формулу связаны т^сно со свойствами основного 
пути Л и, следовательно, со свойствами лежащихъ на кривой 
Л особыхъ точекъ функщи ф{а) и точекъ, изображающихъ 
корни уравнешя: 4''(^) = 0. 

Пусть степень пг полинома (310) неограниченно возрастаетъ. 
Условимся называть интерполяцхонную формулу (316) схо- 
дягцеюся или расходящеюся, смотря по тому, будетъ ли при воз- 
растанш т до со членъ В стремиться къ нулю или н-бть. Изъ 
предшествующаго легко вывести законы сходимости интерпо- 
лящонной формулы (316). Такъ, формула эта будетъ сходя- 
щеюся или расходящеюся, смотря по тому, будешь ли выше- 
указанная величина К^ ментье или болгье 1, При К^ =1 можно 
установить друпе, бол-Ье чувствительные признаки сходимости 
формулы (316), аналогичные болЬе чрствительнымъ призна- 
камъ сходимости безконечныхъ рядовъ и, въ частности, ряда 
Тейлора, съ которымъ эта формула при извЬстныхъ обстоятель- 
ствахъ совпадаетъ. 

Существуетъ на плоскости комплекснаго перем-Ьниаго ^ об- 
ласть, внутри которой лежатъ точки, изображаюпця т-Ь значе- 
Н1Я X, для которыхъ интерполящонная формула (316) годная, 
а вн-Ь лежатъ точки, изображающ1я зйачешя х, для которыхъ 
формула (316) оказывается негодною. Эта область ограничи- 
вается некоторою кривою ТГ, точки ^ которой удовлетворяютъ 
уравнетю: 

\Ш\-\(Ъ^У (^^=±У /Ь?\' 1-1 
ГИ01 1^-«/ \^-ь) ••• \^-11 г 
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Развипе этихъ выводовъ могло бы составить предметъ от- 
дельной статьи. Сд4лаемъ зд-Ьсь по поводу этихъ выводовъ еще 
лишь слЬдуюпця зам4чашя. 

Пусть всЬ количества а, Ь, с, . . . , ? и а; дтьйствите^ьиыя, какъ 
это бываетъ въ большей части разсматриваемыхъ авторами слу- 
чаевъ. Предположимъ, что а<'Ь<с<...<С?. Очевидно, всЬ 
корни уравнен1я ф'(^) = О будутъ также действительными и 
разместятся въ промежуткахъ между а и &, & и с, . . . . Пусть 
функц1я ф {г) не им^етъ особыхъ точекъ, соответствующихъ 
действительнымъ величинамъ г^ заключеннымъ въ пределахъ отъ 
а до I, При такихъ услов1яхъ, какъ легко убедиться, вышеука- 
занную кривую /в' можно избрать такь, что вс4 корни уравне- 
Н1Я ']/{^) = О будутъ лежать внутри площади, ограниченной 
этою кривою /в' и, следовательно, кривою Л, и, поэтому, глав- 
ныя точки основного пути л будутъ зависеть исключительно 
отъ особыхъ точекъ функцш ф {г). Поэтому при действитель- 
ныхъ значешяхъ а, Ь,..., I формула (316) будетъ безусловно 
годною, если функц1я ф (^) есть цгьлая (алгебраическая или 
трансцедентная), т. е. если фупкщя ф {г) не имеетъ особыхъ 
точекъ въ области конечныхъ значенШ переменнаго л. Но если 
функщя ф {г) имеетъ особый точки, то, хотя бы эти точки по- 
мещались вне прямолинейнаго отрезка о/, при неблагопргят- 
помъ положенги ихъ формула (316) можешь оказаться негодною 
(расходящеюся) даоюе и въ этомъ слу^мгь^ т. е. при действитель- 
ныхъ значен1яхъ а, Ъ,,.., I я х. Авторы недостаточно обра- 
щаютъ вниманхе на это важное обстоятельство, которое пока- 
зываетъ, что разсматриваемыя ими интерполящонпыя формулы 
иногда бываютъ негодными. 

Само собою разумеется, что погрешности, допускаемые при 
механическихь квадратурахЪу основанныхъ на примененш ин- 
терполящонной формулы (316), также могутъ быть изследуемы 
и приближенно вычисляемы при помощи разсматриваемаго ис- 
численхя. При этомъ так1я формулы механическихъ квадратуръ 
могутъ оказаться иногда годными (сходящимися), а иногда не- 
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годными (расходящимися). Разсмотримъ услов1я ихъ годности и 
негодности, считая количества х и ф (х) действительными. 

Формула квадратуръ, соответствующая интерполящонной фор- 
мул* (316), им^вть сл^дуюицй видъ: 

Гф (х) с1х = Г Ф (х) ах ^ р, (322,) 

где р есть погрешность, представляемая такъ: 



р= {"^ Вйх. (322,) 

^ р 

Отсюда и изъ равенства (322) следуетъ, что 

? = ^ГЛ^)^Г\^)Лх, (322,) 

ф.(а;) = ^. = |ф(01 = |{Л|)"|, (322,) 

при чемъ по^Еиномъ Р {х) определяется равенствомъ (310). Ра- 
венство (322з) приводить оцределеше погрепгаости р къ при- 
ближенному вычислешю интеграла (1), отнесеннаго къ дей- 
ствительному переменному и пмеющаго действительную инте- 
грируемую функщю. 

Порядоюь вычислен1я интеграла вида (322,) полнее разъ- 
ясняется ниже (въ § 14). Приближенная величина погрешно- 
сти р, находимая помощ1ю такого вычислешя, представляется 
такъ: 

? = 5^".^, (322,) 

где ус есть тахппиш тахшюгига количества фДа;) или К^ 

при изменеши X отъ _р до д и Л есть количество конечнаго 

1 
порядка относительно 



т 
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Теперь легко вщкщ что формула квадратуръ (322,) бу- 
детъ годною, если |4^ <] 1? и неюдною, если |4^ > 1., При 

1^ = 1 вопросъ о годности или негодности разсматриваемой 

формулы квадратуръ разрешается бол4е точнымъ вБпшслешемъ 
погр-Ьшности р, каковое вычислеше при этомъ даетъ возмож- 
ность повысить также точность приближеннаго выражешя иско- 
маго интеграла 

р 

Часто безъ всякой затраты труда на вычислеше дополнитель- 
наго члена р и лишь однимъ взглядомъ на разм^щеше особыхъ 
точекъ функщи ф{1з) решается вопросъ о непригодности дан- 
ной формулы квадратуръ вышеуказаннаго вида. Такъ, формула 
Гаусса, принадлежащая къ разсматриваемому виду формулъ ме- 
ханическихъ 1рвадратуръ и прим'Ьненная къ вычислешю инте- 
грала 

200000 

г Ох 

^ Цх — 133000,9)*-*- 0,01 ]Л§х 
100000 

въ порядкЬ, указанномъ на страницахъ 88 и 89 вышеупомя- 
нутой книжки А. А. * Маркова, приведетъ къ грубымъ резуль- 
татамъ, и было бы безполезной затратой значительнаго труда 
вычислять въ этомъ случа-Ь пределы дополнительнаго члена по 
форм[ул'Ь, указанной въ той же книжкЬ А. А. Маркова. 

ВсЬ эти важныя соображешя, совершенно упущенныя въ 
сочиненш Л. А. Маркова <Исчислен1е конечныхъ разностей >, 
показываютъ, что приводимыя въ этой книжке выражен1я до- 
полнительныхъ членовъ годны лишь при н'Ькоторыхъ ограни- 
чешяхъ; а вслЬдствхе отсутств1я въ этомъ сочинеши указашя 
другого критерхя ихъ годности, кром-Ь непосредственнаго вычи- 
слешя пред'Ьловъ этихъ членовъ, упомянутыя упущетя могутъ 
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повести къ безполезнымъ труднымъ вычислен1ямъ, оть которыхъ 
предохраняютъ вБипеуказанныя зам'Ьчанш. 

Зам^чатя эти основаны на сложныхъ умозр1н1Ять и отвле- 
ченныхъ разсуждешяхъ, необходимыхъ, однако, для того, чтобы 
осторожно перейти въ сферу д^йствительныхъ вычислешй, съ 
которыми встречается современный математическШ анализъ. 
Математики, пренебрегаю1Ц1е такими умозр']&н1ями и отвлечен- 
ными разсужден1ями, нын* либо обречены постоянно впадать 
въ обиця недоразум'Ьшя, либо должны вращаться лишь въ кругу 
прост'Ьйшихъ вопросовъ и частныхъ исключительныхъ прим-Ь- 
ровъ, мало продвигающихъ впередъ коренные вопросы матема- 
тическаго естествознашя. 

ЗамЬтимъ еще, что разсматриваемое исчислеше применяется 
къ формуламъ интерполировашя и механическихъ квадратуръ 
въ другомъ направленш. Если оценивать погрепшости этихъ 
формулъ посредствомъ гЬхъ выражешй дополнительныхъ чле- 
новъ, кои Н. Я. Сонинъ и А. А. Марковъ выводятъ помопцю 
теоремы Ролля, то при этомъ приходится им^ть дЬло съ вы- 
чпслешемъ производной 

где I есть количество, заключенное въ данныхъ пределахъ. 

Разсмотримъ, наприм^ръ, дополнительный членъ формулы 
(316). Этотъ дополнительный членъ Д какъ видно изъ фор- 
мулы (317), можемъ представить такъ: 

В = К{х — а)''{х — Ъ)?... {х—1)\ 

При этомъ уравнеше 

ф(г)^Ф {г) -^К{^— аТ (^ — &)Р. . . (^ — г)\ (322,) 

где Ф{^) есть вышеуказанный полиномъ степени т — 1, дол- 
жно пметь следуюпце ш-1-1 корней: корень ^=а; (одинъ разъ), 
корень ^=а (а разъ), корень 2=Ь (|3 разъ),..., корень ^=? 
(X разъ). Если количества а, Ь,..., ? и л? действительный и 
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если 0^ и Iг^^ суть наименьшее и наибольшее изъ нихъ, то въ 
пред^лахъ ^^ и ^, заключаются не мен^Ье т -•- 1 дЪйствитель- 
ныхъ корней уравнешя (322^. Всл^^дствхе этого и на основа- 
нш теоремы Ролля, уравнеше 

получаемое изъ уравнешя (322^) ш — кратнымъ дифференциро- 
вашемъ, должно им-^ть д'ЬВствительный корень ^=Н, заключен- 
ный въ предЬлахъ ^^ и ^.. Следовательно 

1.2. ..т ' ^ ''^ 

Вычислеше входящей въ формулу (322,) производной ф^'^^ ($) 
вообще представляетъ значительныя трудности, если т велико. 
Но трудности эти облегчаются, если особыя точки функцш 
ф {г) изсл4дованы настолько, что окажется возможнымъ при- 
менить къ вычислешю производной ^^^^ (5) процессъ, указан- 
ный въ п^ЪЪ. Найденное такимъ образомъ приближенное вы- 
ражеше производной 55^^Ч^)> которое вообще будетъ измЬняться 
при изм^ненш 5 отъ т^ до т^у будетъ им*ть наименьшее и 
набольшее значен1я, могупця послужить кт> опред^Ьленш пре- 
д-Ьловъ, въ которыхъ заключается количество ф ^^^ (5). 

§ 14. Приближеное вычислеи1е интеграла 1 ( {г) ф"" (^) Л^з^ 



въ топъ случаЪ, когда перемЪпиое г н интегрируемая Фу1кц1я 
дЪКствителыыя. Связь этого вычнелен1я съ Петербургскими из- 
елЪдован1ями относительно предЪльныхъ величииъ интеграловъ. 

п^42. Разсмотримъ зд4сь интеграл ъ 

^= [7(^)Г(^)^^. (323) 
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предполагал, что р<Ся и что функщя ф {я) при возрасташи г 
отъ ^ до 2 остается величиною д-Ьйствительною и не перемгЬ- 
няетъ своего знака. Будемъ ниже считать величину ф (^) поло- 
жительною. 

Разсматриваемый интегралъ приййчателенъ въ товгь отноше- 
нш, что путь этого интеграла, проектирующШся на плоскость 
комплекснаго перем^ннаго отр4зкомъ р€[ оси дЬйствптельныхъ 
величинъ, самъ по себЬ, безъ всякаго преобразовашя дефор- 
мащей, представляется основнымь и прйтомъ ортаюнальиымь. 
Махшиш тахтогшп функцш ф (^) при возрасташи а отъ р 
до ^ представляетъ величину ^К',, а тЬ значешя ^8?, для кото- 
рыхъ функщя ф (^) при разсматриваемомъ изм^неши пр1обрЪ- 
таетъ это значенхе Я",, соотв-Ьтствують главнымъ точкамъ ос- 
новного пути р2. 

Главная точка 2^, изображающая величину, заключенную между 
^р и 2, если она не есть особая точка функщи ф (^), должна 
непрелгЬнно удовлетворять условш: 

ФЧО-О, (324) 

при чемъ показатель V кратности корня ^=!^ уравнещя ф(^)=ф (^ 
долженъ быть чешнымъ числомъ. 

Если для какого либо изъ пред'Ьловъ р и ^ интеграц1п 
функц1Я ф (^) ирхобр-Ьтаеть значеше ЛГ, , то этотъ пред^лъ 
будегь главною точкой; но для него показатель V кратности 
корня -зг = (^ уравнен1я ф (^) = ф (С) можетъ быть числомъ 
1сакъ четнымъ, такъ нечетнымъ, а также можетъ совпадать съ 
единицей. 

Если пределы интеграла ^ и его интегрируемая функщя 
зависятъ отъ н^которыхъ перем^нныхъ параметровъ, то путь р^ 
интеграла ^ можетъ им4ть также подглавныя точки, для кото- 
рыхъ функщя ф (^) обращается въ тахшит п прхобр-Ьтаетъ 
значеше, меньшее К^, но стремящееся къ К^. Подглавныя 
точки также либо удовлетворяютъ уравнешю (324), либо со- 
отвЬтствують пределам* интеграцш. 

Величина К^ для основного пути р^ находится указаннымъ 
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въ пп^ 21 и 26 порядкомъ, при чемъ эта величина ЛГ, будетъ 
иагЬть нормальное значеше (см. п^ 26). Если, поэтому, отно- 
шеше К^ : К^ будетъ стремиться къ 1, то мы будемъ им^ть 
д'Ьло съ существемно особымъ случаемъ перваго рода. Такъ 
будетъ, наприм'Ьръ, если разность д-р предЬловъ интеграцш 
весьма мала, при чемъ для вычислешя интеграла ^ въ этомъ 
случа']^ можно воспользоваться однимъ изъ пр1емовъ, указан- 
ныхъ въ п^ 20. 

Предположимъ загЬмъ, что отношеше К^ : К^ не стремится 
къ 1. Выд'Ьливъ изъ пути интеграла ^ нормальныя звенья 
перваго или второго рода и отд-Ьливъ ихъ второстепенныя 
части, зат^мъ можемъ воспользоваться гЬмъ или другимъ изъ 
нроцессовъ вычислен1я, указанныхъ въ §§ 4, 5 и 9. При 
этомъ представляется особенно ум-Ьстнымъ прим-Ьнеше теоре- 
мы Ш. Еще болЬе чувствительные результаты даетъ примк- 
нете вычисленш, указанныхъ въ прим4чанш 3 къ п° 9. 

лМЗ. Изсл-Ьдовашя относительно пред'Ьльныхъ величинъ инте- 
граловъ, начатый П. Л. Чебышевымь и продолженныя другими 
русскими, преимущественно Петербургскими, математиками *),, 
можно поставить въ некоторую связь съ изложеннымъ исчи- 
сленхемъ. Связь эта обнаруживается при разсмотр^ши инте- 
грала (323), такъ какъ упомянутыя изсл'Ьдованхя касаются 
интеграловъ, въ которыхъ перем-Ьиное и интегрируемая функщя 
действительный. 

Постановка вопроса относительно пред'Ьльныхъ величинъ 
интеграловъ, выраженная въ той форм-Ь, какую приняли А. Л. 
Марковъ и Е. А. Поссе, следующая. 

Даны количества а^ Ъ и V, удовлетворяюгцгя неравенствами 
а<^V <^Ъ, и даны значенья интеьраловъ: 

/Ь гЬ пЪ пЪ 

?(^)%, у^(у)<1у, уЧ (2/) %>•••> ^~'^(у)Лу- 
а ^ а О а ^ а 



*) Указан1я на эти изсл'1дован1я сделаны во введев1п. 
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При условгЫу что <р (у) не можешь получать въ промежуткть 
отъ у = а до у = Ъ отрицаше.гьиыхь значенш, найти высшгй 
и низшгй предгьлы для паждаю изъ интеграловъ: 

и а и а 

Р'Ьшен1в этого вопроса дается при н^которыхъ ограниче- 
шяхъ относительно функщи 11 (у). 

Сопоставим!, теперь эту постановку вопроса съ вышеизло- 
женными процессами вычислен1я, кои применяются къ инте- 
гралу (323). Возьмемъ для простоты одно какое-нибудь звено 
2^^ перваго рода, принадлежащее пути р^ интеграла (323), и 
разсмотримъ соотв-Ьтствующхй ему интегралъ: 

КН] = |^^ т^'"{^)с10, (325) 

гд* *С есть главная точка. Пусть V есть показатель кратности 
корня -г? = ^ уравнен1я '| (^) = ф (^. Преобразуемъ перемен- 
ное ^, полагая: 

. ф (^) = ф (О е-''' (326) 

и считая новое переменное у положительнымъ. После пре- 
образоватя найдемъ: 

[а]=Г е-'"У''п(у)с1у, (327) 

.У о 

где 

П{У) = ГЩ- (327') 

Пусть П (у) представляется такъ: 

и(у)=.у?-*С1(у), (328) 

17 
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гд4 |3 "> О и 11 (у) есть функщя, голоморфная въ области точ- 
ки у = О и не обрагцающаяся въ нуль при у=0. 

При этихъ обозначен1яхъ и услов1Яхъ приближенное вычи- 
слеше интеграла (327), основанное на разсматриваемомъ исчи- 
слеши, есть не иное что, какъ опред'Ьлеше высшаго и низшаго 
пред^лоБъ интеграла 

при VI ]> о и при данныхъ изв'Ьстныхъ величинахъ интегра- 



ловъ: 



/» со /» со /» ео 

1 ? {у) %7 I ^ у? {у) ^У,- • м ( /"■* ? (у) Лу, 

при чемъ 9 {у) им-Ьеть сл-Ьдующ!!! частный видъ: 

9(з/)=е-'"^'2/^~\ (329) 

а И {у) определяется равенствомъ (328). 

При этомъ сблпжешн нашихъ выводовъ съ Петербургскими 
изслЬдоватями мы воспользовались преобразован1емъ (326). 
Но, очевидно, каждое изъ преобразован1й общаго вида (109) 
приводить къ заключен1ямъ того же характера. 

Различныя ограничев1я, налагаемыя на функцш О (у) при 
Петербургской постановк-Ь вопроса, безъ сомн^шя, находятся 
во внутренней связи съ особыми случаями различныхъ родовъ, 
кои представляются при прим-Ьненш разсматрпваемаго исчп- 
«лешя къ интегралу (325). 

§ 15. Вычиелен1е высшаго предала модуля даноВ Фу1кц1н 
Р{я) для точекъ ^ даииаго пути аЪ, 

п^ 44. Вспомогательную, но весьма существенную роль въ 
разсматриваемомъ псчпсленш игр'аетъ следующая задача. 

Даны фуикцгя Р (г) и кривая (гЬ, описываемая изображе- 
нкмъ величины г. Пусть фуншт 1Р (г) конечна и непрерывна 
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для вспхъ точекъ г этой кривой. Найти конечное количество 
М пшкъ, чтюбы оно бы,го не менгье тахтит тахтогит мо- 
дуля функцги Р (г) д^гя точекъ г кривой аЪ. 

Если кривая а& есть окружность, описанная изъ центра <^ 
радаусомъ г, то для точекъ этой кривой 

и задача приводится къ изыскашю количества Ж*, которое не 
мен-Ье юазатит тахипогит модуля выражешя Р (^н-ге^') при 
возрастанш (р отъ ^о "*" 2'^-' Задача въ этомъ видЬ посл^ Коши, 
который присвоилъ ей назваше исчислен1я пред'Ьловъ (Са1си1 
йез 11т11;е8), трактовалась много разъ *) и послужила предме- 
томъ многочисленныхъ и важныхъ приложешй въ теорхи ря- 
довъ и въ общей теорхи дифференцхадьныхъ уравненхй. Теорема 
Еопга-Руше, которою мы пользовались выше, опирается въ 
выраженш своихъ условхй на эту задачу. 

Но разсматриваемое исчислеше приближенныхъ выраженШ 
интеграловъ вида (1) требу етъ р-Ьшенхя вышеуказанной задачи 
не только въ томъ случае, когда кривая аЪ есть полная окруж- 
ность, но также и тогда, когда кривая эта им-Ьегь другш фор- 
мы. Такую задачу приходится предварительно разрешать, на- 
прим-Ьръ, при прим-Ьнеши той или другой изъ формулъ (61,) 
или (61^, а также той или другой изъ формулъ (47), (47'), 
(66), (68), (79), (102), (118'), (120';, (131) и (133'). Бол*е 
или мен-Ье удачное р-Ьшеше вышеуказанной задачи, соотв-Ьт- 
*ствуюш,ее каждой изъ этихъ формулъ, отражается на большей 
или меньшей чувствительности этой формулы. Поэтому полезно 
бол-Ье глубокое проникновеше въ р-Ьшеше этой задачи. 

Сд'Ьлаемъ зд-Ьсь несколько общпхъ зам^чашй по поводу р^- 
.шен1я поставленной задачи для случая, когда кривая аЪ не 
есть полная окружность. Пусть эта кривая непрерывная и пусть 
функцк Р{^^) на протяжеваи ея между точками а и Ь не им-Ьеть 
особыхъ точекъ. 



*) См. „Рядъ Лагранжа", гл. II, § 13. 
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Найдя основной путь Л, можемъ разбить его, какъ въ п^ 33,- 
на звенья и отделить его второстепенныя части и зат4мъ при- 
менять известные навгь процессы для составлешя искомаго 
приближеннаго выражешя интеграла (304). 

При этахъ вычислен1яхъ, подобныхъ тЬмъ, кои указаны въ 
тг® 33, могутъ представляться особые случая различныхъ ро- 
довъ. Между йрочивгь, если точка .гй=А, которая будетъ особою 
точкою функщи /*(^), придвинется безконечно близко къ какой 
либо изъ главныхъ или подглавныхъ точекъ, то мы будевгБ 
им4ть дЗЬло съ особымъ случаемъ второго рода (см. п^ 22). 

2) Е(вли рядъ (293) есть рядъ Лагранжа, лредставляюпцй 
•функщю Ш{х -^ ц}) корня 2 уравнешя: 

8 = 1(д{Х'^г), . (30*6) 

то будемъ им^ть: 



А=| 



(307) 



гд* 



Д.= [/'НГ(^)^^? (308) 



^0) 



при чемъ путь (О) есть замкнутая кривая, ограничивающая 
сплошную односвязную площадь, внутри которой лежать точка 
;8^=0 и точка, изображающая корень ^ = <г^, уравнешя (306), 
уникурсально соединимый съ точкой ^ = О, и не лежать дру- 
пя особыя точки функцш /'(>)ф'"(^). Пусть особыхь точекъ 
этой функц1И н^тъ и на самой кривой (О). 

При сд'Ьланныхъ допущенхяхъ основной путь Л, эквивалент- 
ный пути (О), будетъ совпадать съ гЬмъ путемъ, который раз- 
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07 Бъ 7^" 38 и послужилъ для приближеннаго вычи- 
гатеграла (285). Им^я этотъ основной путь, получимъ 
ость находить приближенное выражеше интеграла (308). 
^1цег это вполне аналогично тому, планъ котораго ука- 

«^38, 

томъ будетъ ивгЬть мЬсто особый случай второго рода, 

[ка ^^, изображающая вышеупомянутый корень уравне- 

' О г неограниченно приближается къ какой либо изъ 

плн нодглавныхъ точекъ основного пути Л. Въ этихъ 

соотв'Ьтственная точка I приближается неограниченно 

"^1 изъ особыхъ точекъ функщи Н{х-^^) перем'Ьннаго <, 

съ на саиой окружности С круга сходимости Лагран- 

1^д представляющаго эту функцш, или безконечно близко 

окружности , 

Исчислен1е приближенныхъ выражетй интеграловь 
« благодаря указаннымъ сейчасъ его способностямъ об- 
сул1М11рован1е безконечныхъ рядовъ, прюбрЬтаетъ важ- 
цетв въ теорш дифференщальныхъ уравнешй. Это 
ш можетъ служить для выяснешя мотивовъ, оправды- 
^ то современное направлеше теорш диф^еренцхаль- 
'авнен1Й> которое-, опираясь на интегрироваше ихъ по- 
•езконечныхъ рядовъ, сосредоточиваешь внимаиге на изу- 
'>йсшвъ интеграловь въ области ихъ особыхъ точекъ^ а 
;вязываегь значешя этихъ интеграловъ для различныхъ 
:чек:ь таь'ь называемымъ апа>гитическимъ продолже- 
сг ипшеграловъ изъ одной области въ другую. 
атегрнруемъ дифференщальное уравнеше помощью без- 
рядовъ, расположенныхъ, наирнм'Ьръ, по ц^лымъ 
зльнымъ степенямъ перем'Ьннаго, п если желаемъ об- 
у^мм11рован1е этпхъ рядовъ помощью разсматриваемаго 
\^ то мы должны нм^ть особыя точки функщй, пред- 
^ъ этими 1)ядамп, лежащ1я какъ на окружности круга 
т^ такъ н нблизп этой окружности, и притомъ должны 
рактеръ этихъ функц1й въ области каждой изъ ука- 
"точекъ. Посл'Ь того, какъ эти точки получены и въ 
рги изученъ характеръ упомянутыхъ функций, мы мо- 

16 




— 242 — 

жемъ при посредств-Ь разсматрнваемаго исчйсленш ускорят 
суммироваше рядовъ, опред'Ьляющихъ интегралы дпффер* 
альнаго уравнешя, хотя бы перем'Ьнныя подходила къ саы: 
границамъ области ихъ сходимости. 

Но для такого прим'Ьнешя исчисленхя еще не достаточно 
особыя точки интеграловъ дифференщальныхъ уравнентй 
следовать ихъ форму въ области этихъ точекъ. Необходимо ' 
связать значешя каждаго интеграла въ данной области сь ег( 
значениями въ областяхъ гЬхъ особыхъ точекъ, кои, въ 
ств-Ь главныхъ и подглавныхъ, вл1яютъ на приблил^енныя в^А^ 
ражешя членовъ разложешя интеграла въ первой области/ 
Эта связь устанавливается, какъ сейчасъ сказано, аналитиче- 
скими продолженгемъ этихъ интеграловъ изъ одной области в| 
другую. 

Трудности этой последней задачи, т. е. аналотическагч 
продолжешя функц1й изъ одной области въ другую, въ ьбч 
щемъ случа'Ь представляются бол-Ье значительными, Ч'Ь1гь 
опред'Ьлеше особыхъ точекъ интеграловъ и изсл'Ьдоваше их г/ 
форлпд въ отд-Ьльныхъ областяхъ этихъ особыхъ точекъ. Таьъ, 
общая теор1я линейныхъ, дифференцхальныхъ уравнегпй, прг^^^ 
ложенпая Фуксомъ, легко разр'Ьшаетъ вопросы объ особыхь 
точкахъ интеграловъ; но въ гЬхъ пупктахъ этой туор1п, кил 
относятся къ аналитическому продолжешю интеграловъ , Фук- 
совы упрощеп1я этой задачи встретили препятств]я '), 

Вообще современная обширная литература по дифференц!- 
альнымъ уравнеп1ямъ, занимающаяся пзсл'Ьдоваше.мъ инте1^)а- 
ловъ въ областяхъ ихъ особыхъ точекъ и связывагощан значе- 
тя этихъ интеграловъ для различныхъ областей ацалитпческимъ 



*) Объ апалптическомъ продолжен!!! фупкцШ !! о труд!10С1 лхъ, встр^чан>- 
щихся въ этой задач-Ь при разрешен!!! ея способомъ Фукоа^ трактуется 
въ сд'Ьдующпхъ мемуарахъ. 

ВЧюНз „ПеЪег (11е Баг81;е11ипд йег КшюИопеп сотр1вхег Л^аг1аЬе1п, шЬе- 
яопйеге йег 1111;е^а1е Ипеагег В1^еге1Ша1д1е1с11Ш1де11''. СгеИеЧ Дпиго,, В(1 
ЬХХУ, 8. 177—223. 

П, А. Некрасовъ, „О пред'Ьльпомъ кругЬ Фукса". Матем. Сборн., т. XIV, 



11.тъ иродолжешеиъ, даегь важн'Ьйшее подскорье раасматривае- 
ыачу исчислению, которое въ свай чередъ облегчаетъ выч11а11е- 
тт' пнтеграловъ въ осталъныхъ областяхъ, 

ъ прнложешяхъ къ фулкц1Я1иъ, опред'Ьляющнмъ явлеи1Я прн- 
ти» ', переменное обыкновенно бываетъ дгтотишельныт. 
Ь зтихъ случаяхъ изслЬдовате особшъ точекъ интеграловъ 
"^'' фвренц1альзшхъ уравнешй можно оптничнть лишь такими 
V ^быми точкаш!, кои оказываются ближайшими къ т-Ьмь или 
другимъ точкамъ дтъйствительтй оси. Эти особыя точки дол- 
жны бы сосредоточивать на себ^Ь преимущественное врп1ман1е 
авторовъ, завпмающихся дифферепщалъными уравнегаями ди- 
иамншь Осталъныа особыя точкп могутъ быть устранены изъ 
разсмотрен1я, что облегчаетъ д^ло. 

При устранеши трудностей, связанныхъ съ аналитическиыъ 
продолжен1ел1ъ инте1'раловъ дифференщалъныхъ уравиетй, пр1- 
обр^тают^ь важное значете частные пртеыы, кои сводятъ за- 
дачу иитегр11рован1д дифференц1альнаго уравнения къ црим^- 
чательнымъ формамъ, па][рим'Ьръ5 къ оиред4леннымъ интегра- 
лаьРь, хотя бы эти посл^Ьдте интегралы, сами но себ^^ были 
сложны. Прнм^ръ такого изсл^Ьдоватя особыхъ точекъ данъ въ 
моей статье: ^Литйныя дифференцгсигьньш }}равненщ интегри- 
2Ууемыя посредствош опр€д}ьмнныхъ интегрмовьу *), 



§ 13. Формулы ивтер|[о,1П|мша111л в мР1аннческг11ъ квадратуръ 
п п|шложе&1е къ вимъ 11азсмат|»ввлр.чаго ]1Счвслен1я; заковы сю- 
Д11НВ1ТП л расюднмоств этвхъ Формулъ. 

>^"41. Перейдемъ теперь кт> формулами интерполировангя^ л 
также коснемся мсханическтъ квадрашурь, 

Разсматрнваемое исчислеше обогащаетъ теорш ннтерноли- 
рован1Я важным» И01ШТ1Ямн и выводами. 



1889.^ Москва. „ПеЬег йен Кис1шсЬеп бгепгкгеш". ^Ма^ЬешаНасЬе Алпа1ев, 

Б. А. Анисммовь, „Предельный кругъ Фукса и его прлложешл". Вар- 
шава. 1892. 
*^ См. 11атематпческ1Й Сбора1[къ, т, ХА\ 
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СлЬдуа Эрмиту *)^ радсмотримъ одно обоб1ден1е формулы 
Тейлора5 приводящее къ такит формуламъ Интерпол нровааоя, ш| 

погр-Ьшпости которыхъ выражаются интегральными вычетами, Ч 
цриводииымн кь виду (1). Эти интегральные вычеты^ сл-Ьдова- I 
тельно, допускаютъ иримЪнеше разсматрнваемаго исчислев1Я, а ^Ш 
въ результате такого арим'ЬнбН1Я получаются не только пре- 
д4лы погр^ЬшностеЙ формулъ интераоллрованк, но и прибли- 
женный выражен1я этихъ ногр-Ьшностей, кои содержать въ себ'Ь ^ 
болгье ничтожную ногр-Ьншость. Иначе говоря, прии']&нен1е къ Я 
Этвлгь интегральнымъ вычетамъ разсматриваемаго исчислевхя 
моясетъ повысить точность вычислен1Й подобно тоыу; как:ь^ на* ^1 
прим-Ьръ, въ й'^ 39 (пункт. II) интегральный вычетъ (304) по* ^Щ 
служи ль къ облегчен11о вычислен1я функцш Ф {а:-нЛ), оиред-Ь- ^| 
ляе]иой но формул*]^ Тейлора* ^И 

Кром'Ь того у прилгЬнепхе разсматрнваемах^о исчислен1я къ вы- ^" 
шеупомянутымъ вычетай1ъ ставить и строго р'Ьшаегь еще не 
вполне выясненный вопросъ объ услов1яхъ годности и негод- 
ности (иначе, сходимости и расходимоспт) соотв'Ьтствующихъ 
интерполяцюнныхъ формулъ. Изъ этихъ усл0Б1й обыкновенно 
указываются н-Ькоторыми авторами липтъ прос1^йп11Я и только 
достаточныя. Такого рода указан1Я можно найти, наирнм'Ьръ, 
въ мемуар-Ь А. Ю. Давидова: с Объ одной общей формул:^ въ 
теор1и оиред^Ьленныхъ 1ттеграловъ> (Математнческ1й Сборпшгь, 
т. Х, 1882) и въ }Т1омянутомъ выше курсЬ Эрмита. Но не- 
которые руссше математики совершенно тгренебрегаютъ этпмп 
услов1ями. Такъ, этотъ важный вопросъ увущенъ изъ виду, па^ 
ирим^Ьръ, въ сочннеиш А. Л. Маркова <Исч1гслете конечныхъ 
разностей* (Отд. I, С^-Петербуррь. 1889}, хотя авторъ, повп- 
димому, желалъ дать въ своемъ сошшен1Н систематическое и 
полное изложеше осиовъ теор1и Интерпол ировашя и мехашг- 
ческихъ квадратуръ. 

Вообразимъ замкнутую кривую 5, ограничивающую сплошную 
односвязную площадь, внутри которой находятся иеподвижныя 

') С«, „Соип йе М. Иегшке, рго^езйё репдаЩ 1е 2-е ветез^ге 1$81 — 
82", гМсй^ё ^ъ:г М. Апд>оуа\ Зесотк! 11га^е, ге\и раг М, НсгтИе^^^,!^ — 
77, Рапз. 1883, 



